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LOINOI PAU

Cuén sdch nay khong phdi la mét tai ligu day du vé Ii lugn day hoc moén todn (hay
Phuiong phdp day hoc mén todn, nhu ta vén thuong goi). N6 khong dé cdp hét cdc nji dung
vé Phuong phdp day hoc moén todn véi tu cach la mot nganh khoa hoc hay vdi tu cdch la
mot by moén trong cdc truong su pham. Mot gido trinh ddy dii nhu vdy dang dvoc tdc gid co
gdng hoan thién trong mot vai nam téi.

Tai liéu nay chi trinh bay hai ndi dung chii yéu nhdt ciia chuong trinh phuong phdp
day hoc mon todn — phdn dai cuong, ma tic gid da giang day cho sinh vién ndm thit ba
Truong Dai hoc Su pham Thanh phé Ho Chi Minh tit nhiéu nam nay. Dé la mét s6 van dé
co bdn lién quan dén phuong phdp day hoc hoc theo dinh huéng tich cuc hod hoat dong ciia
hoc sinh, va ddc bi¢t la cdc tinh huéng dién hinh ma ta thuong gdp trong thuc té day hoc
todn 6 truong pho thong.

Viéc xudt ban tai liéu nay nhdm t6i cdc muc dich chii yéu sau day:

— Cdp nhdt mjt s6’ ndi dung kién thiic mai, phit hop véi xu thé phdt trién ciia khoa hoc
gido duc néi chung va dinh huéng doi méi phuong phdp & truong phd théng néi riéng;

— Trinh bay chi tiét hon, sGu hon mét s6” nji dung lién quan téi cdac tinh huéng dién
hinh trong day hoc mén todn 6 truong THPT véi nhiéu vi du minh hoa rit ra tit thuc té¢ day
hoc;

— Tao thudn lgi cho viéc doi méi cdach day va cdch hoc 6 truong Pai hoc Su pham, han
ché t6i da viéc ghi chép ciia sinh vién. Tit dé né cho phép danh nhiéu thoi gian hon cho
hoat dong thuc hanh nhu soan bai va tdp gidng, xem va trao doi vé gio giang ciia gido vién
pho thong qua bing dia, du gio ciia gido vién & truong Trung hoc phd théng ngay tit diu
ndm thit ba va chinh trong qud trinh hoc tdp b¢ mon Phuong phdp day hoc. Né ciing tao
thudn lgi cho viéc to chiic hoc tdp dué6i hinh thitc thdo ludn, xémina, lam bai tdp theo
nhom, ...

Tdc gid hy vong viéc dao tao dan xen giita If thuyét va thuc hanh nhu vdy sé cho phép
sinh vién ndm vitng hon kién thiic va ren luyén tot hon ki ndng su pham.

Hy vong ring ddy ciing la mét tai liéu tham khdo cé ich cho gido vién phé thong trong
xu thé doi méi phuong phdp day hoc hién nay.

Tdc gid rdt biét on va mong muén nhin duogc nhiing y kién déng gép ciia ban doc dé
hoan thién din cdc noi dung dugc dé cdp trong tai liéu.

Téac gia
Lé Vin Tién



Phan 1
PHUONG PHAP DAY HQC MON TOAN

Nhitng van dé co ban trong Ii luan day hoc tdng quat' da dudc dé cip trong hoc phin
Gido duc hoc dai cuong danh cho sinh vién nim thi hai Pai hoc Suw pham. Van dé 1a van
dung chiing vao day hoc mdn toan nhu th€ nao. D€ trd 18i ciu hdi ndy, truéc hét phii lam 16
dic thi clia day hoc mon todn va sy tuong thich véi 1i ludn day hoc néi chung. Piéu nay sé
dudc dé cap trong mot gido trinh diy di vé phuong phap day hoc mon todn ma tic gid dang
c6 ging hoan thién trong vai nim tSi. Trong pham vi tai liéu nay, sau khi so lugc vai khdi
niém co ban, ta s& tap trung vio mdt sd van dé vé phuong phdp day hoc todn theo dinh
huéng tich cuc hod hoat dong cla hoc sinh. Sau d6, ta s& quan tim dic biét hon vé day hoc
dit va gidi quyét van dé.

1. Khai niém phuong phap day hoc

Thuit ngit phuong phap, theo ti€ng Hy Lap “Méthodos”, ¢6 nghia l1a con dudng, cich
thitc thyc hién mot ki€u nhiém vu ndo d6, nhiim dat t6i két qua Gng v6i muc dich di vach ra.

Day hoc 12 khéi niém chi hoat dong chung ciia ngudi day va ngudi hoc nhim muc dich
lam cho ngudi hoc linh hdi dugc cic ki€n thifc va ki ning, phat trién ning luc tri tué va phim
chit dao dic, thim mi, ... Hoat dong day hoc bao ham trong né hoat dong day va hoat dong
hoc. Tuy nhién, hai hoat dong nay khong dién ra mot cach song song tdch r&i ma xen 1an vao
nhau, tuong tdc 1an nhau. Nhu vay, c6 thé xem day hoc nhu 1a mét ki€u nhiém vy ma gido
vién va hoc sinh cung c6 trach nhiém hgp tac thuc hién.

Phudng phap day hoc 14 cich thitc thyc hién ki€u nhiém vu “Day hoc” clia cip ngudi
day - ngudi hoc nhim dat dudc cdc muc dich day hoc xdc dinh.
2. Phan loai tdng thé cic phuong phap day hoc

Hién nay c6 nhiéu hé thong phan loai khdc nhau vé cdc phuong phdp day hoc, nhung
chua c6 mot hé thdng phan loai nao thuc sy hoan chinh va t&i wu (va lai xdy dyng mot hé
thong phan loai nhu vay dudng nhu 13 khong thé va khong cé nhiéu y nghia vé mit thuc
tién). Tuy nhién, du ¢6 nhitng khi€m khuy€&t cia né, nhung mdi hé thong phan loai lai cho ta
tha'y rd hon mot khia canh ndo dé vé cdc phuong phdp day hoc.

Né&u dva vao tiéu chi phan loai Ia vai trd clia gido vién, vai trd clia hoc sinh va dic trung
clia tri thifc cAn truyén thy, ta c6 mot cach phin chia tdng thé cdc phudng phap day hoc theo
ba nhém: Phuong phdp gido diéu, phuong phap truyén thong va phudng phap tich cuc.

2.1. Phuong phéap gido diéu

— Gido vién: 1a ngudi c6 quyén luc tuyét ddi, théng bdo, dp ddt kién thitc® mot cach truc

' Quy trinh day hoc, phudng phép day hoc, nguyén tic day hoc, hinh thic t8 chic day hoc, ...

2 Thyc ra, ¢c6 modt sy khic biét cd ban gitta Tri thifc va Kién thitc (tham khdo li thuyé&t chuyén héa su pham
(transposition didactique) ctia Y. Chevallard, 1991). Tuy nhién, gido trinh nay khong c6 sy phan biét rach rdi hai
khdi niém.



ti€p cho hoc sinh (theo ki€u gidng dao). Gido vién chi phdi toan bd cic moSi quan hé
gido duc.

— Hoc sinh: ¢6 vai trd lu mdJ, thu dong nghe, hoc thudc va ghi nhé nhitng diéu ma gido
vién thdng bdo ma khong can hiéu “nghia” clia ki€n thic ti€p thu dudc.

— Kién thitc : dugc cho truc ti€p bdi gido vién dudi dang c6 sdn da “phi hoan cinh hod”,
“phi thdi gian hod” va “phi cd nhian hoda”. N6 chi mang “nghia hinh thitc”.

— Gido vién c6 quyén lyc tuyét ddi trong viéc danh gia hoc sinh.

2.2. Phuong phap truyén thong
a) Pdc trung téng qudt

e Gido vién : van giff vi tri trung tAm ctia hé thdng day hoc, c6 trach nhiém truyén dat
ki€n thitc cho hoc sinh, cho mdt vai vi du minh hoa hay mot vai bai todn miu, sau d6 yéu
cAu hoc sinh 4p dung ki€n thitc vio viéc gidi quyét cdc tinh huéng tuong ty vdi tinh hudng
ma gido vién di trinh bay va gidi quyét.

Trong kiéu day hoc nay, gido vién quan tim chd y&u tdi trinh bay ctia minh sao cho
chinh xdc, sdng stia, ro rang, logic va d& hi€u, ma it quan tAim dén cdi ma hoc sinh can, cdi
ma hoc sinh nghi va hoat dong ctia chinh ngudi hoc. P cho hoc sinh c6 thé hi€u, ghi nhé va
4p dung t6t kié€n thifc da trinh bay, gido vién thudng chd y ddm bido modt sd nguyén tic va
phuong phdp su pham tdng quét, ching han : ddm bao tinh hé thong, tinh tryc quan, tinh vira
sitc, ... Tir d6, ting cudng st dung cic thi€t bi day hoc’; coi trong viéc luyén tip va on tap ;
chi y dic biét d&€n ki thuat dit cau héi, ...

e Hoc sinh: hoc theo ki€u bit chudc va thudng thu dong ti€p thu. Ho c¢§ ging ghi nhé
va 4p dung ding “miu” ma gido vién da trinh bay. Hoat dong dich thuc cla hoc sinh (néu
c6) chi dién ra khi trd 15i mot s6 cau héi, lam bai tip 4p dung hay thuc hién mdt chitng minh
dinh Ii, ... theo yéu cAu clia gido vién.

e Kién thitc: vAn dudc cho tryc ti€p bdi gido vién va thudng 1a dudi dang c6 sin da “phi

£ &

hoan canh hod”, “phi thsi gian hod”, “phi c4 nhdn hod” va mang “nghia hinh thitc”.

e Gi4o vién c6 vai trdo gan nhu tuyét ddi trong viéc danh gid hoc sinh.
b) Cdc phuong phdp day hoc truyén thong

Hién nay, ngay trong ban than cdc phuong phdp day hoc truyén thdng, ciing c6 nhiéu
hé thong phan loai khdc nhau, nhung chiing vin chua hoan chinh va chua cé dugc sy thong
nhi't trong cong ddng cdc nha su pham. Dudi day, chi gidi thiéu tém tit mot trong cdc hé
théng phan loai dé.

— Nhém cdc phuong phap dung 15i : Thuyé€t trinh; Pam thoai; Lam viéc véi sach ; ...

— Nhém cdc phuong phdp tryc quan: Biu dién vat that, vat tugng hinh hay tugng

trung; Xem bing ghi hinh, phim dén chiéu, ...

— Nhoém cac phuong phap thuc hanh: Luyén tap ; Thuc nghi€ém, quan sit va du dodn.

Trong thuc t€ day hoc, cdc phudng phap thudc ba nhém trén thudng dugc st dung xen
k& nhau, 10ng vao nhau.

3 S6 6, bi€u dd, vat that, phim dnh, phan mém MS Powerpoint, ...
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0] day, ta khdng di sdu nghién citu cidc phuong phap day hoc truyén thdng, vi ching da
dudc dé cap kh4 chi ti€t trong bd mon Gido duc hoc.

2.3. Su pham tich cyc va phuong phap day hoc tich cuc

Ngay tir diu th& ki 20 cdc nha tAm 1i hay su pham nhu Dewey, Parkhust, Dalton § My,
Freinner & Phdp, Claparéde & Thuy Si, Montessori & Y, Decroly & Bi di quan niém riing :
Can phdi dit hoc sinh vao vi tri trung tAm ctia hoat dong day hoc, phdi xud't phat tir 1gi ich
ctia hoc sinh va nhitng diéu ma ho quan tim. D6 chinh 13 thdi di€ém ma ngudi ta bit diu néi
v€ “sut pham tich cyc”. Tuy nhién, gan nhu sudt thé ki 20, su pham nay chi séng mot cach lay
13t bén canh su pham truyén thong.

C6 nhiéu xu huéng su pham tich cyc khdc nhau nhu: Su pham tudng tdc, Su pham
khdm phd, Su pham dv 4n, ... Nhitng xu huéng nay c6 nhitng nét tuong dong nhung ciing c6
nhiéu kh4c biét cd ban. Trong pham vi tai liéu nay, ta khong di siu nghién ctu chiing.

0 day, thuat ngit “Phuong phdp day hoc tich cuc” (hay goi tit 12 Phuong phdp tich cuc)
dugc hi€u 12 cdc phuong phdp day hoc thé hién tu tudng clia cdc xu hudng su pham tich cuc’,
ma sau diy ta s& néu 1én mot sd dic trung cd ban clia né.

Ddc trung ciia phuong phdp tich cuc :

— Gido vién ty nguyén rdi bd vi tri trung tAim. Ho chi con 12 ngudi dao dién, trong tai, cd
van, t6 chifc cho hoc sinh tu minh ki€n tao ki€n thifc méi.

— Hoc sinh trd thanh chd thé, thanh trung tim dugc dinh hudng d€ tw minh xdy dung kién
thitc, chtt khong phdi dugc dit trude nhitng ki€n thitic c6 sdn cia sdch gido khoa, hay bai
gidng dp dit clia gido vién.

— N6i chung, ki€n thic dudgc kham phd bdi ngudi hoc c6 thé con phién dién, khi€m
khuyé&t, chua day dd, chua hoan chinh nhu tri thifc ta mudn truyén thy. Chinh 16p hoc va gido
vién s€ gitp ho hoan chinh ki€n thitc nay.

—  Kién thitc khong con dugc truyén thu truc ti€p bdi gido vién ma do hoc sinh khdam phd
ra qua qud trinh hoat dong gidi quyét cdc van dé (c6 thé cé su gitip d3 cla gido vién). Trong
trudng hgp nay, ki€n thitc méi ndy sinh nhu 12 phuong tién hay két qud clia hoat dong gidi
quyét vian dé clia hoc sinh.

— K&t hgp ddnh gid clia thdy va ty danh gid cla tro.

— Hoc sinh dugc tao diéu kién tham gia vao viéc ddnh gid khong chi sdn phin cudi cling
(nhu 151 gidi bai todn, ...), ma cd qud trinh md mim, tim ki€m cédch gidi quyé&t van dé, ddnh
gid cdch t6 chiic va gidi quy&t van dé, tinh than va thdi do 1am viéc, kha ning sdng tao, ...
ctia chinh minh hay ctia ban. Tir d6, phat trién ki niing ty d4nh gid d€ ty diéu chinh cich hoc
clia minh.

2.4. Phuong phap tich cuc va day hoc theo dinh huéng tich cuc hoa hoat dong ciia hoc
sinh

* Phan biét giita xu huéng su pham va phuong phap chi 13 twong di, vi thuc ra ciing 1a khdi niém phuong phap
nhung c6 thé xét & ba cip do khac nhau :

- O cdp do quan diém, tv twdng hay céch ti&p can tdng quét, thi ta n6i d&n xu hudng su pham (chéng han, sw pham tuong
tac, su pham kham pha,...).

-6 cap do quy trinh, hay céc thao tdc va cach thiic thuc hién cu thé thi ta thudng dung thuat ngit “Phuong phap”.



Hién nay vin chua cé sy nhat tri hoan toan vé viéc sit dung thuit ngit “Phuong phip
tich cyc”. C6 thé tinh d&€n ba quan niém ndi troi nha't sau day:

e Quan niém thi nhat: Dung thuit ngit “Phuong phap tich cuc” dé chi tdt ci nhitng
phuong phdp day hoc cho phép phat huy dugc tinh tich cuc hoc tip ctia hoc sinh.

Quan niém nay dua trén khdi niém “tinh tich cuc hoc tip cla hoc sinh” ma theo G. L.
Sukina (1977) nhitng d4au hiéu c¢d ban ctia né 1a: Hoc sinh khao khat hoc tip, hay néu thic
mic, chii dong van dung linh hoat ki€n thitc da hoc, tip trung chd y va kién tri gidi quyét
van de, ...

Sukina’ ciing dd phan chia tinh tich cuc ra 1am ba cap do:

1. Tinh tich cuc bdt chudc, tdi hién: Xudt hién do tdc dong kich thich bén ngoai (yéu
cau cda gido vién), trong trudng hdp ndy, ngudi hoc thao tic trén cdc ddi tugng, bit chudc
theo miu hoic mé hinh clia gido vién, nhim chuyén d6i tugng tir ngoai vio trong theo cd
ch& “Hoat dong bén ngoai va bén trong c¢é cling ciu tric”. Nhg d6, kinh nghiém hoat dong
dudgc tich luy thong qua kinh nghiém cla ngudi khdc.

2. Tinh tich cuc tim toi: ddc 14p gidi quyé&t van dé dit ra, tim ki€m cdc phuong thitc hanh
dong trén cd s c6 tinh tur gidc, c¢6 sy tham gia clia ddng cd, nhu cAu, hing thd va y chi clia hoc
sinh.

3. Tinh tich cuc sdng tao: thé hién khi chii thé nhan thic tu tim toi ki€n thic méi, tu im
ra phuong thitc hanh dong riéng va trd thanh phdm chit bén vitng clia cd nhian. Py 1a mifc
d0 bi€u hién cao nhit cla tinh tich cuc.

Nhu vay, theo quan niém ndy, ngay ca trong tinh huéng hoc tap bing “bit chudc” vin
cAn thi€t va c6 thé phat huy dudc tinh tich cuc hoc tip clia hoc sinh.

e Quan nié¢m thi hai : Tu tudng tuong tu nhu quan niém thi nhat, nhung tranh ding
thudt nglr “Phuong phédp tich cuc” hay “Phudng phdp day hoc tich cuc”, ma st dung mot cach
n6i khd khdi quat nhu “Phuong phdp day hoc theo dinh hudng tich cuc hod hoat ddng cia hoc
sinh” hay theo dinh huéng “hoat dong hod ngudi hoc™, ...

e Quan niém thi ba: Dung thuit ngit “Phuong phdp tich cuc” theo nghia chit, d€ chi
nhitng phuong phdp day hoc c¢6 nhitng dic trung chii yé€u ma chiing tdi di néu & trén. Nhu
vay, theo quan ni€ém nay, phuong phép tich cuc va phuong phdp day hoc theo dinh huéng tich
cuc hod hoat dong clia hoc sinh khong ddng nhat. N6i cach khéc, c6 thé c¢6 nhitng phuong
phdp day hoc cho phép phat huy dugc tinh tich cuc hoc tip clia hoc sinh, nhung khong phai la
phudng phép tich cuc. Tai li€u nay dudc bi€n soan dya trén quan ni€m thi ba.

Theo quan niém nay, mdt trong cdc diéu kién cin clia phuong phdp tich cuc xud't phat
tir dic trung clia viéc xay dung ki€n thitc: ki€n thic phdi dugc ki€n tao bdi hoc sinh qua qué
trinh hoat dong gidi quyét cdc van dé cla chinh ho (cé thé cé sy gilip dd it nhi€u cda gido
vién).

Pé€ hiéu 18 hon quan niém nay, ta xét ti€n trinh day hoc mdt dinh 11 todn hoc (kié€n thitc
mdi cin linh hoi) sau diy:

> Trich din theo Nguy&n Lan Phuang (2000).
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- Buc 1: Trinh bay dinh li (gido vién phat bi€u dinh 1i hoic hoc sinh doc dinh 1i c6 sin
trong sach gido khoa).

- Bu6c 2: Hoc sinh chitng minh dinh Ii (c6 thé c6 sy gitp d5 clia gido vién nhd vap
phuong phdp van ddp ggi md).

- Budc 3: Hoc sinh lam bai tap cling ¢& vin dung dinh 1i (c6 thé c6 su gitip d5 cla gido
vién nhd vao phuong phdp van ddp gdi mé).

Céc phuong phip day hoc dudc st dung bdi gido vién tng v4i ti€n trinh nay khong dudc
xem la phuong phap day hoc tich cuc, vi ki€n thifc méi can xay dung 12 ndi dung dinh 1i da
dugc thong bio truc ti€p ma khong phai do hoc sinh kién tao nén. Tuy nhién, chiing ¢6 thé cho
phép phét huy tinh tich cuc hoc tip ctia hoc sinh trong cdc pha ching minh dinh 1i hay gidi bai
tap ap dung.

Chii y riing, phuong phép tich cuc hi€u theo nghia chit nhu vay ciing ¢é tinh tuwdng doi.
Né&u quan niém ring khi hoc sinh ty minh chitng minh dudc dinh li (thAm chi c6 thé chirng
minh bing nhi€u cdch kh4c nhau) thi hoc sinh da tu khdm ph4 ra mdt dang tri thitc méi khdc,
ching han tri thitc phuong phap. Nhu vay, phuong phap day hoc tuong ng phai 1a phudng
phdp tich cuc ! Qua thyc, trong nhiéu trudng hop viéc khdm phd cdc cich chitng minh khéc
mot k&t qua da biét ciing doi hdi tinh tich cyc, chli dong va sing tao.

Nhu vay, d€ khong rdi vao tinh hudng ludng Iy nay, can phdi xdc dinh rd nhitng ki€n
thitc mdi, trong tim cin x4y dung trong bai hoc. P6 phdi 12 nhitng ki€n thitc hinh thanh nén
phin chd y&u cla muc tiéu bai hoc, ma gido vién phdi 1am rd trong phan muc tiéu (hay muc
dich yéu ciu) clia gido 4n.

Hon nita, & day, khai niém Kién thitc mdi duge hiéu theo nghia : d6 c6 thé 1a ki€n thdc
ma hoc sinh chua ting ¢6 (mdt dinh nghia khdi niém, mot dinh 1i, mdt phuong phdp gidi
todn,...), cling c6 thé 13 nhitng ki€n thic cii nhung dudc diéu chinh, t8 chitc lai hoic 14y mot
nghia mdi.

Ching han, cho dén 16p 12 hoc sinh di biét nhiéu phuong phdp chitng minh ba diém
thing hang. N&u bay gid ho tu thuc hién dugc mot sy tdng hgp cdc phuong phdp, phin tich,
so sdnh va x€&p loai chiing, nhin ra dugc di€u kién 4p dung phuong phdp va tinh hiéu qui
cla ching (trong di€u kién nao thi 4p dung phuong phdp nay, ma khong phdi phuong phdp
kia,...), ... thi trong trudng hop nay, ta vin quan niém hoc sinh da ty minh khdm phd ra kién
thic méi. O day, cdi méi khong nim & bdn than tirng phuong phdp ma hoc sinh da bi€t, ma
trong tdng thé cdc mdi quan hé giita chiing.

2.5. Phat huy tinh tich cyc hoc tap ctia hoc sinh ngay chinh trong phueng phap day
hoc truyén thong

TruSc hét cAn tranh chi nghia cyc doan cho ring nén t& chic cho hoc sinh ty ki€n tao
(khdm phd lai) tit ci nhitng ki€n thitc mén hoc ma xa hoi mong mudn ho linh hoi. Piéu nay
12 khong thé, ma trude hét 1a do khong dd quy thdi gian 1am viéc d6. Lla.Lécne (1977) ciing
nhan manh :

“Do bdn chdt xd héi ciia né, day hoc la su truyén thu kinh nghiém do xa hoi tich luy cho
thé" hé tré. Cho nén mét t6 chiic day hoc trong dé hoc sinh phdi khdm phd lai tdt cd nhitng
diéu ma loai nguoi biét dugc trude ddy va duoc quy dinh trong chuong trinh hoc, la mot diéu
it nhdt ciing la ki qudi”.



Nhu vay, khong thé loai bé hoan toan cic phuong phdp day hoc truyén thdng, ma can
c6 mot sy van dung phdi hdp cdc loai hinh phuong phép.

Hon nita, theo quan di€m thit ba néu trén, ngay ca khi 4p dung phuong phdp day hoc
truyén thong, chit khong phai phuong phap tich cuc, ta vin c6 thé phat huy dudc tinh tich cuc
hoc tip cda hoc sinh. Néi cach khic, ta c6 thé khai thiac y&u t8 tich cuc ngay chinh trong
phuong phdp day hoc truyén thong.

Nhu vay, tinh tich cuc cda hoc sinh dugc phdt huy khong phai trong pha kham ph4 kién
thitc mGi ma c6 thé trong cdc pha nhu : Hop thitc hod kién thifc méi (chitng minh mot dinh 1i,
ching han); Gidi cdc bai toin c6 vin dung ki€n thifc mdi vira linh hoi; On tap; ...

Tuy nhién, ciing cAn lvu y ring, néu ki€n thifc can truyén thu dugc chi€m linh bdi hoc
sinh theo céch thdc Iinh hdi cdc tiéu chuin hay hinh miu c6 sin, thi tinh tinh cuc cla ngudi
hoc (n€u c6 thé hién) ciing rat thap.

3. Day hoc dit va gidi quyé&t van dé

Tru6c khi di vao ndi dung clia day hoc dit va gidi quyé&t van dé, ta dé cap hai lvu y sau
day:

e V& tén goi: Pi c6 nhiéu cich goi khac nhau nhu Day hoc néu van dé€, Day hoc c6
tinh vin dé, Day hoc gidi quyé&t van dé, Day hoc néu va gidi quyét vin dé, Day hoc phit
hién va gidi quyét van dé, Day hoc dit va gidi quyét van dé.

Mbi cich goi déu c6 nhitng li 1& riéng ctia né va ham chita trong d6 logic ctia hinh thifc
day hoc tuong tng, ciing nhur diém mau chdt cAn nhan manh. Nhung ta khong di siu phin tich
van dé nay.

G day, ta s& dung thudt nglt Day hoc dit va gidi quy&t van dé vdi cdc li do sau day:
— Hién nay, thuit ngit nay thudng hay dugc dung;

— Cum tir “dit va gidi quyét van dé€” thé hién mot quan di€m su pham hién dai sau
day vé day hoc todn & trudng phd thong dang dude van dung trong nhiéu nuéc, ching han &
Phép:

“Hoc todn la hoc phdt hién, hoc trinh bay va gidi quyét cdc bai todn, la hoc xem xét lai
cdc bai todn dudi dnh sdng ciia cdc cong cu li thuyét ndy sinh tit qud trinh gidi quyét cdc vdn
dé.” (Lé Vin Tién, 2001).

Thuat ngit Pdt vdn dé dugc ding & trén c6 thé bao ham dudc ci hai nghia: phat hién
vAn dé va trinh bay van dé.

Day cho hoc sinh tu phat hién van dé, sau dé trinh bay va gidi quyét van dé sé cho
phép phét huy cao d6 tinh tich cuc va tu duy sdng tao cia hoc sinh. Tuy nhién, viéc thuc hién
khong may dé dang trong tinh hinh day hoc hién nay. Vi th& c6 thé tinh d&€n hai cip do thap
hon 12 gido vién dung van ddp ggi md d€ gitip hoc sinh thyc hién diéu d6, hoic chinh gido
vién sé& trinh bay qud trinh phat hién van dé.

e Day hoc dit va gidi quyé&t van dé 1a mdt xu huéng su pham hay 12 mdt phuong phip
day hoc?

Cau trd 131 phu thudc vao géc dd ma ta xem xét.



— Tir géc dd quan di€m va tr tudng tdng quit clia cich ti€p cin thi d6 12 mdt xu
huéng su pham, dit cd s& li luan trén tri€t hoc, tAm 1i hoc, gido duc hoc va cd sinh hoc. Tir
quan diém gido duc hoc, tu tudng tong quat 1a: “Hoc sinh tham gia mét cdch cé hé thong vao
qud trinh gidi quyét cdc vdn dé va cdc bai todn cé vdn dé dugc xdy dung theo ndi dung tai
liéu hoc trong chuong trinh.” (1. Ia. Lecne, Pham T4t Pic dich 1977).

— Tir géc d6 quy trinh hay thao tic 4p dung trong cdc tinh hudng day hoc cu thé, thi
dé 1a phuong phdp day hoc.

Bay gid, ta s& ban d&€n mot s6 ndi dung co badn clia day hoc dit va gidi quyét van dé.
3.1. Nhitng khai niém co ban
3.1.1. Vin dé

Trong pham vi clia gido trinh nay, thut ngit Bai toan dudc hi€u 1a “tdt cd nhiing cdu
héi can gidi ddap vé mot két qud chua biét can tim bdt dau tiv nhitng mot sé dit kién, hodc vé
phuong phdp can khdm phd, ma theo phwong phdp nay sé dat dugc két qud da biét” (Tir dién
« Petit Robert »)6.

Xét bai todn T va mot chi thé X ¢6 ¥ thitc vé T va tiép nhdn T dé gidi quyét. Khi dé c6
hai kha nidng xay ra:

— Chii thé X c6 thé gidi quy&t dudc bai todn T chi nhd vao viéc dp dung don thudn hé
thong ki€n thifc da c6 clia minh ma khong c6 khé khin gi.

— X khong thé gidi quy&t dugc T néu chi dwa vio hé thdng ki€n thitc da c6, hodc chi
gidi quyé&t duge T sau mot qua trinh tich cuc suy nghi dé déng hod ddi tugng nhin thirc vao
mo hinh ki€n thic cii clia minh, hoic d€ diéu chinh lai ki€n thifc hay phuong thic hanh dong
cil (nghia 12 kién tao ki&n thifc méi).

N6i cdch khdc bai todn T dit ra truSc chii thé X nhitng khé khin nhin thitc, nhitng mau
thuin giita c4i di bi€t va cdi chua biét, dugc chii thé y thiic mot cach 16 rang hay mo hd,
nhung chua c6 mdt phuong phap cé tinh thuit todn nao d€ gidi quyét. Khi d6 ta néi, bai todn
T 1a mdt vdn dé’ ddi véi chi thé X.

CAn nhin manh riing, d€ bai todn T 12 mot van d& ddi vdi chd thé X, thi trude hét X
phdi cé ¥ thitc vé T va tiép nhan T dé gidi quyét (tw nguyén hay bit budc).

Nhu vay, khdi niém van dé phu thudc vao chi thé X va vio thdi diém t xdc dinh. Mot
bai todn T c6 thé 12 mot vadn dé véi chii thé X, nhung lai khong 13 van dé véi chi thé Y.
Cung mdt chii thé X, T 12 van dé d6i véi X § thdi di€m nay, nhung lai khong phai 1a van dé
ddi v6i X & thdi diém khdc.

Mot vai vi du:

— P& véi mot hoc sinh vira hoc xong hiing ding thitc (a + b)* = a> + 2ab + b?, thi bai
todn « Khai trién (m + 3) * » khong phai 13 mot van dé vi d€ gidi, chi cAn 4p dung mé hinh va
cdch thitc hanh dong di c6 dugc tir viéc hoc hiing ding thic trén. Nhung, « Khai trién biéu

® P& hi€u o hon khdi niém bai todn, tham khio muc D “Day hoc gidi cdc bai todn” clia phan 2.
7 Céch hiéu nay phin ndo ciing phit hgp véi thuit ngit «Van dé» theo nghia ddi thudng : “Van d&” dugc hi€u mot
céch don gidn 1a nhitng vudng mic, khé khiin trong cudc séng ma ta dang d6i mit va cin gidi quyét.
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thic (a + b + ¢) ?» lai 12 mot vAn dé véi hoc sinh nay. Viéc giai thanh c6ng bai todn nay doi
hdi, hoc sinh biét bi€n ddi (ddng hod) ddi twgng méi (a+b+ c)* vio mo hinh cii, ching han (a
+b+c)?_[a+ (b+c)]*vadp dung hiing ding thic da bi€t cho hai s6 a va (b+c).

Sau khi gidi quy€&t xong bai todn, hoc sinh sé& linh hdi dude mot ki€n thifc méi, d6 1a
hing ding thitc (a + b + ¢) >=a’ + b® + ¢* + 2ab + 2ac + 2bc va cic phuong thic hinh dong
m&i dit co s& trén ki€n thitc nay. Ching han, phuong thitc hanh dong nay cho phép khai trién
tryc ti€p binh phuong cla tdng dang (a + b + ¢)>, ma khong cin quay vé phuong thitc hanh
dong cii.

—  Gia thuyét ndi ti€ng ctia Goldbach (1690 — 1764): «T4t ca cac sd tu nhién chin khic
2 déu phan tich dugc thanh tdng cia hai s6 nguyén td 1é », hién nay van la mot van dé doi
vdi moi cd nhian X ¢6 ¥ mudn chitng minh né. Goldbach dua ra khiang dinh nay trong mot bitc
thu gtti cho Euler (1707 - 1783) vao ndm 1742, nhung khdng c6 chitng minh. Nhi€u nha todn
hoc d3 thit gidi quyé&t vin dé nay, nhung cho d&€n nay vain chua ai khing dinh dugc né ding
hay sai.

3.1.2. Tinh hudng cé vén dé va tinh hudéng goi vian de

Tinh hudéng c¢é van dé 1a tinh hudng trong d6 tdn tai mot van dé (theo nghia & trén).
Tinh hudéng ggi van dé 13 tinh hudng thod min ba diéu kién sau:

a) Ton tai mot van dé.

b) Ggi nhu cAu nhin thitc: Néu tinh huéng c6 van dé, nhung vi mot 1i do nao d6 ma ho
khong c6 hitng thi tim hi€u, suy nghi d€ tim cdch gidi quyé&t (ching han vi ho cim thdy
ching c6 ich gi cho minh, hay vi qud mét mdi, ...) thi @6 ciing khong phdi 12 tinh hudng gdi
vaAn dé. Tinh hudng goi van dé phai la tinh hudng tao ra cho hoc sinh mdt cdm xtic hitng thd,
mong mudn gidi quyét van dé.

c¢) Gay niém tin & kha ning: N&u van dé trong tinh hudng ra't hap din, 16i cudn va hoc
sinh ¢6 nhu ciu gidi quyét, nhung n€u ho mau chéng cdm thdy van dé 1a qua khé, vugt qud
kha ning clia minh, thi ho ciing khdng con hitng thi, khdng con sin sang gidi quyé&t van dé.
Tinh hudng ggi van dé phai bdc 16 mdi quan hé (c6 thé khd md nhat) giita vin dé cin gidi
quy&t va von ki€n thic sin cé clia chi thé, va tao ra & ho niém tin ring néu tich cuc suy nghi
thi s& thdy rd hon mdi quan hé nay va c6 nhiéu kha ning tim ra c4ch gidi quyét.

Tém lai, tinh hudng ggi van dé 1a tinh huéng gdi ra cho hoc sinh nhitng khé khin vé li
luan hay thuc tién ma ho thdy cin thi€t va c6 kha ning vugt qua, nhung khong phai ngay tifc
thi nhd vao mdt quy tic c6 tinh thuit todn, ma phdi trdi qua mot qud trinh tich cuc suy nghi,
hoat dong d€ ddng hod né hay diéu chinh hé thdng kié€n thiic sdn c6 nhim thich nghi véi diéu
kién hanh dong mdi.

Céc diéu kién b va c & trén cho phép phin biét tinh hudng ggi van dé véi tinh huéng cé
vAn dé. Mot tinh hudng c6 van dé chi cin thod min diéu kién a.

e Vi du vé tinh hudng c6 van dé:
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Trong gid hoc vé phuong trinh lugng gidc cd bdn, gido vién thyc hién pha hdi bai cii
S A L ea s e A LT T
bang cach yéu cau hoc sinh giai bai todn : “Cho x cdc gid tri lan lugt l1a TR Tinh
sinx”. Mot trong cdc muc dich chd yé&u 1a di téi khing dinh ring néu cho truc mot gid tri bat
ki clia x, thi ludn tim dudc gid tri (c6 thé gin ding) cla sinx nhd vao bing gid tri lugng gidc
ctia cdc goc dic biét, mdy tinh bd tii, hay dudng tron lugng gidc.

Tir d6, gido vién ditra vin dé can gidi quyét :

Nguige lai, néu cho trude mot gid tri bt ki cia sin x, chdng han sinx = a véi a la hdng so, thi
liéu c6 ton tai hay khong gid tri x théa man sinx = a? Néu cé thi cé bao nhiéu gid tri x? Xdc dinh
chiing nhut thé nao? Néi cdch khdc, gidi phuong trinh sinx = a ra sao?

Tinh hudng trén 12 mot tinh hudng c6 van dé, vi ton tai trong d6 mot van dé ma cho
dén thsi di€ém dé hoc sinh chua c6 mot phuong phap tdng quit nao d€ gidi phuong trinh sinx
= a. Tuy nhién, né c6 thé chua phdi 12 tinh huéng gdi van dé vi tinh hudng dit ra nhu vay
chua @3m bam chic chin tao ra § hoc sinh sy hitng thid va nhu cAu mudn ti€n hanh gidi quyét
vin dé.

e Vi du vé tinh huéng ggi van dé: Bai toin «Chu vi tam gidc cut ».

Bai toan di dugc ditra cho hoc sinh mdt 16p 8, Cong hoa Phap trong tinh hudng cé thé
mo ta nhu sau:

Hoc sinh 1am viéc theo nhém. Mdi nhém khodng 4 hoc sinh.

Gido vién phdt cho mdi nhém mdt bin phdtd hinh vé trén gidy A, cia mot tam gidc bi
cit di mot manh c6 chita mot dinh, ma ta goi 1a tam gidc cut (hinh dudi day), mot s6 dung cu
va vat liéu nhu : 2 thude do do, 2 thude ké, 2 €ke, 2 compa, 4 bt bi, 1 mdy tinh chi cho phép
thuc hién 4 phép todn Cong, Trir, Nhin, Chia va nhiéu t& gid'y tring A, khong trong sudt.

Gido vién thong bdo nhiém vu:

«M®&i nhém hiy thdo luan va nhait tri vi nhau d€ viét cho hoc sinh clia mot 16p 8 khéac
mot ban chi din nhitng viéc ho cAn lam d€ tinh dudc chu vi clia bt ki mot tam gidc bi cut
ndo ki€u nhu trén. Biét riing, cdc ban hoc sinh nhan ban chi din nay ciing c6 nhitng dung cu
gidng nhu cdc em (thudc, thuéc do do, éke, compa, ...), nhung chi cé mét to gidy A, trén d6
c6 v& mot tam gidc cut nhu cdc nhém da cé, ma khong c6 & gidy A, nao khéc.

Céc nhém Vi€t ban chi din cia minh trén mot t5 gidy khd 16n (mdt 4p phich). Cac dp
phich nay s& dugc dua ra thio luin giita cic nhém dé€ chon ra mdt ban huéng din dai dién
cho ca 16p vagti cho hoc sinh 16p khdc. »

Binh ludn: Tinh huéng nay thod man ba diéu kién clia tinh huéng ggi van dé.

e Ton tai mot van dé. Qua thuc, cho dén thdi di€m nay hoc sinh chua c¢6 mot phuong
phép c6 tinh thuat todn nao dé tinh chu vi cdc tam gidc cut nhu vay.
11



e Bai todn tao ra & hoc sinh sy td mo, hitng thd va nhu cau gidi quyé&t van dé vi ba 1 do
chi y&u sau:

— Bai todn kha khéc la so v6i nhitng bai todn tinh chu vi ma hoc sinh thudng gdp trong
16p. N6 thé hién mot sy doc ddo va thi vi.

— N6 dugc dit trong tinh hudng phai thi dua giita cic nhém d€ tao ra mot ban huéng
din dai dién cho 16p.

— Bdan huéng din s& dudc st dung bdi hoc sinh 16p khic. Piéu nay dnh hudng dén uy
tin va danh du cda 16p.

e Du 1a khéc la, nhung thoat tién, hoc sinh khong cdm thdy qud khé phai b6 tay, ma ho
c6 thé tinh d&€n nhiéu phuong dn gidi quyét khdc nhau nhu : tim phan bi thi€u bing cich kéo
dai hai canh bi cut 1én cdc tJ gidy khdc hay trén mit ban, bing gip gidy hay biing ciach dung
phép d6i xting truc, ... Chi d&€n khi hi€u ro cdc rang budc cia tinh hudng ho méi ¢6 thé nhian
ra tinh khong hiéu qua clia cdc cdch gidi quyé&t ndy. Ta néi, ton tai cdc chién lugc co sé cho
phép hoc sinh dua ra nhitng gidi ddp ban diu. Viéc nhan ra khi€m khuy&t clia chi€n ludc co
s s& budc hoc sinh phdi diéu chinh phuong thitc gidi quyét.

Chinh sy ton tai chi€n lugc cd s3, cling vdi cdm gidc quen thudc vé bai todn tinh chu vi
tam gidc 12 mot trong cdc nhan t& gép phan tao ra & hoc sinh niém tin vao kh3 ning gidi
quyét dudc van dé ditra.

3.2. Mot so cach tao ra tinh huéng cé van dé

Sau diy 12 mot sd cdch tao ra cdc tinh hudng « ¢ vdn dé », chit chua phdi 13 tinh huéng
« goi vdn dé ». D€ ching trd thanh cic tinh hudng « goi vdn dé » ciAn phai ddm bo ring tinh
hudng gdi ra & hoc sinh nhu cau nhan thifc va niém tin & kh3 ning.

a) Quan sdt thuc nghié¢m dé hinh thanh dv dodn

Vi du: Tinh hudng c6 van dé lién quan tSi dinh 1i vé truc ding phuong cda hai dudng
tron (Hinh hoc 10, NXB GD 2003).

— V6i mdy tinh ¢6 trang bi phin mém Cabri — Géométry va mdy chi€u da phuong

ti€n, gido vién v€ hai dudng tron rdi nhau (04, R;) va (O, R»).

— Lay mot diém M bat ki.

— Dan lﬁn llfdt glé trl W (Ol)Vé £ M/ (02) Ién man hinhg.

— Yéu cau hoc sinh so sdnh k&t qua.

® Trong mdi trudng Cabri, k&t qua do dac (d6 dai clia doan thing, dién tich cia mot hinh, ...) ludn c¢6 don vi di kem

(Chzzlng han, cm, cm?). Do d6, khi tinh phuong tich (PT) bing cong thifc Py = MO’ — R? hoidc Pyioy = MA.MB

két qua dat dugc ludn kem theo don vi cm’. Pidu nay lam HS hiéu khong ding bin chit ctia khdi niém PT (d6 1a
mot dai lugng khong don vi).

C6 thé khic phuc khi€m khuy&t nay biing cach dwa vio mot hé truc toa do. Trong hé toa do nay, tinh PT theo
cong thifc Pyyo)= MA . MB. Khi d6, k&t qua dat dugc 1a mot s6 khong c6 don vi di kém. Tuy nhién, vi dinh nghia

PT trong SGK khong gin lién v6i hé truc toa do, nén cin Iam “4n” hé truc trén bing cdch chon mau ciia cic truc
triing véi mau nén cia man hinh. Ciing cin tao mdt Macro cho phép tinh ty dong PT. Khi thay déi vi tri clia M gid tri
ctia PT hién trén man hinh s& tu dong cip nhat.

Can tao mdt Macro d€ Cabri — Géométry c6 thé tinh dugc mdt cich ty dong phudng tich ctia mot diém ddi
v6i mot dudng tron, ma khong kém theo don vi do cm (tham kh3o luin vin tSt nghiép ctia Tran Thi Ngoc Diép,
2005).
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— Di chuyén M, khi dé hai gia tri phuong tich twong Gng ciing thay ddi theo. Yéu cau
hoc sinh quan sdt va so sanh hai k&t qud nay (thudng 1a khdc nhau).

— Tao tinh huéng c¢6 van dé trung gian : liéu c6 vi tri nao cda M ma @y o1y= P w02 ?
C6 bao di€ém M thoa diéu kién nay ? TAp hdp tit cd nhitng di€ém M nhu vay (qu¥ tich)
1a hinh gi ?

— Dich chuyén M d€ dat dudc ba vi tri thod min

M ©on= w02
— Yéu ciu hoc sinh du dodn quy tich cia M (du dodn mong ddi : dudng thing vudng
géc v6i dudng ndi tim).
C6 thé cling c6 du dodn biing cdch dung Cabri — Géométry dé kiém tra tinh thing hang
ctia ba di€m da tim dugc va tinh vudng géc clia dudng thing tudng Wng vdi dudng ndi tim.

— Tinh hudng c6 van dé : Quy tich nhitng di€ém M c6 cling phuong tich v6i hai dudng
tron cho trudc c6 phdi 1a mot dudng thing vudng géc v6i dudng ndi tAm hay khong ?
Chtng minh nhu thé nao ?

b) Ldt ngugc vian dé

Vi du 1: Tinh huéng c¢6 van d€ lién quan t6i gidi phuong trinh lugng gidc sinx = a, trinh
bay trong muc trudc, di dugc tao ra theo cach 1at ngugc van dé.

Vi du 2: Sau khi hoc xong dinh 1i “néu ham s6 y = f(x) ¢c6 dao ham tai diém x,, thi n6
lién tuc tai diém d6”.

Gido vién c6 thé 14t ngudc van dé d€ tao ra tinh hudng c6 van dé : Vay ngugc lai, néu
ham sd y = f(x) lién tuc tai xo, thi liéu né c¢6 dao ham tai diém d6 khong ?

¢) Tuong tu hod

Vi du : Trong hinh hoc phing, ta ¢6 dinh 1i “N&u ABC 12 mdt tam gidc vudng tai A va
H 1a chian dudng cao ha tir A, thi Error! Objects cannot be created from editing field
codes.”.

Trong khong gian xét hinh tit dién OABC, c6 ba cach OA, OB, va OC vudng goéc véi
nhau tirng d6i mot. Néu xem OABC tuong tu v6i tam gidc vudng trong mit phing (déu 1a
hinh c6 s dinh it nha't), liéu ta c6 tinh cha't twong ty khong ? Né6i cach khéc ta ¢6 thé c6 ding
thiic Error! Objects cannot be created from editing field codes. hay khong ?

d) Khdi qudt hod

Vi du : Trong mit phing, dudng thing c6 ba dang phuong trinh khdc nhau nhu sau :

R . |[X=xy+at o,
— Phuong trinh tham s0 : véia®+ b #0.
y=y,+bt

— Phuong trinh chinh tic : X% _ y_byo v6ia® +b* 0.
a

— Phuong trinh t6ng quit : Ax + By + C =0 v6i A* + B> £ 0.

Khéi quit hod: Vay liéu trong khong gian, phuong trinh dudng thing ciing c6 ba dang
sau day khong ?
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X =X, +at

y=Yy,+bt ; X_X°=y_by°=Z_Z° vi Ax+By+Cz+D=0.
a C

Z=17,+ct

e) Phdt hién sai lam va nguyén nhdn sai ldm

Yéu ciu hoc sinh phdt hién sai 1Am, nguyén nhan sai 1am va stra chita sai 1am ciing tao
ra mot tinh hudng c6 van dé, vi qua thyc chua c6 mot ludge d6 ro rang dé€ thuc hién cic nhiém
vu trén.

e Vidu I: Gidi pt Y2x-1+33-2x =—1 (I).

L&i gidi cia mot hoc sinh:

“Lap phuong hai v€ cda phudng trinh (1) ta c6,
(1) 2x - 1 +3-2x + 3.32x—-133-2x (¥2x-1+3-2x)=-1.
< 3.32x-143-2x =3
o 2x-1)G-2x) =1
oxX-2x+1=0x=1"

Thong thudng, hoc sinh danh gid 13i gidi trén 14 ding vi cho riing cdc budc bién d6i
trén 13 twong dudng. Do d6, khong c6 nhu cau thit lai nghiém.

Trong trudng hop nay, gido vién c6 thé tao ra tinh hudng cé van dé bing cich yéu ciu
ho thif lai nghiém x = 1 d€ nhin ra sai 1Am clia 13i gidi. Tir d6, hoc sinh s& c6 nhu ciu tim
hiéu xem sai 1Am & dau, va stra chita né thé€ nao.

o Vi du 2. Trudc bai todn « Gidi phuong trinh /X +3+4vX—1 +4/Xx+8—6vx—1 =5 (1) ».

Mot hoc sinh cho 161 gidi nhu sau :

«PL(1) & VX=1422X—1+4+X-1-6/x—149 =5
<:>\/(\/x—1+2)2+\/(\/x—1—3)2:5
S AX=1 42+ +x-1-3=5

SVX-1=3x-1=9x=10».
Tan dung 18i gidi trén, c6 thé tao ra mot finh hudng cé vdn dé bing cic cach sau diy:

C1) Yéu ciu hoc sinh nhan xét 13i gidi trén. Sau khi xem xét, n€u c 16p cho ring 15i
gidi ding thi gido vién khing dinh 15i gidi sai va yéu cdu ho tim chd sai.

C2) N&u ca 16p khong nhin ra sai 1am, gido vién yéu ciu hoc sinh thi ki€m tra gid tri x
=1 ¢6 la nghiém clia phudng trinh khong, biing cich thay truc ti€p vao phudng trinh ban dau.
K&t qud, hoc sinh nhan ra x = 1 1a nghiém, trong khi 15i gidi trén lai chi cho ddp s6 x = 10.
Mau thuin nay tao ra § hoc sinh sy ngac nhién va nhu cAu mu6n tim hi€u xem sai 1dm & dau.

C3) Né&u ci 16p khong nhin ra sai 1dm, gido vién trinh bay mot 13i gidi, gid dinh I clia
mot hoc sinh 16p khdc nhu sau :

“Pr(1) e VX—1422X—T1+4 +/x-1-6/x-1+9=5
& JWX=1+2)? +J3=x=1)* =5
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< JX-1+2+3-Jx-1=5
< S5=5vax=#l1.
Vay phuong trinh ¢6 nghiém 1a V x # 17,

Du dodn ring, hoc sinh vin cong nhin 15i gidi nay ding. Piéu nay gdy ra mau thuin:
hai 18i gidi déu ding nhung lai cho hai k&t qué khdc nhau.

Binh ludn:

— Theo C2 va C3, cic tinh hudng tao ra dé giy & hoc sinh sy hitng thd va nhu cAu tim
ki€m nguyén nhin sai 1am hon tinh huéng trong C1, vi cdc mau thuin xuat hién mot cdch ty
nhién va thd vi. Pic biét tinh hudng trong C3 d& ddm bdo diéu kién “Gay niém tin & khi
ning” hon, vi hoc sinh dé nhan ra mot s6 bi€n ddi khac biét trong hai cach gidi va tir d6 dé
tao dugc niém tin ring nguyén nhan sai 1Am chi quanh quin ddu dé xung quanh cic bi€n ddi
ndy. Néi cdch khéc, theo cdch C3 ta c6 nhiéu kha niing dat dugc mot tinh hudng goi van dé.

Ngudc lai, trong tinh huéng C1 chii y&u 13 hoc sinh bi ép budc 1am theo yéu cau cia
gido vién, chit khong phai tu ban than ho nhin ra mau thudn va c¢6 nhu ciu gidi quyé&t mau
thudn nay. Vi thé, tinh huéng C1 ¢6 dic trung clia tinh huéng c6 van d&, ma cé thé chua phai
12 tinh hudng ggi van dé.

— Trong céc tinh hudng trén, chinh gido vién 1a ngudi chi dong tao ra tinh hudéng cé
van dé. Tuy nhién, tinh hudng c6 van dé c6 thé ndy sinh mot cach ty nhién hon nhd vao mau
thuin tao ra bdi chinh hoc sinh. Ching han, mau thuin xut hién nhian co hoi mot hoc sinh
khdc trinh bay mot k€t quéa hay 15i gidi khdc v6i hoc sinh néu trén, ma thoat tién chua hoc
sinh nao phat hién ra nguyén nhan.

— C4c tinh hudng C1, C2 va C3 dudc tao ra khi ma ci 16p déu khong nhin ra sai 1am
trong 15i gidi clia hoc sinh dang xem xét. Néi cdch khac, d6 1a tinh hudng c6 van dé ddi véi hoc
sinh ca 16p.

Tuy nhién, trong trudng hgp gido vién nhan ra mot sd hoc sinh trong 16p cé thé phat
hién ra ngay sai 1dm, thi khong thé tao ra tinh hudng c6 vin dé ddi véi ca 16p dudc nira.
Nhung c6 thé tao ra tinh huéng c6 van dé ddi véi bo phan hoc sinh khac, it nhat 14 ciing doi
vGi hoc sinh vira cho 15i gidi trén.

f) Tao ra mdau thuén va xung dt vé mdt nhin thiic

Céch thi hai va thif ba trong muc e) & trén cho phép tao tinh hudéng c6 van dé bing
cdch tao ra cic mau thudn, hay xung dot nhan thifc ngay chinh trong ban than chi thé (ngudi
hoc).

3.3. Day hoc dit va giai quy&t van dé

0 day, ta ban d&n day hoc dit va gidi quyét van dé & cadp do mot phuong phap day
hoc. Khi dé, n6 1a hinh thic day hoc trong d6 gido vién (hay cung hoc sinh) tao ra mot hay
nhiéu tinh hudng gdi van dé, t6 chic, diéu khién hoc sinh trinh bay van dé va hoat dong gidi
quyét cac vain dé, qua d6 gitip hoc sinh linh hoi ki€n thic, rén luyén ki ning, phét trién tu
duy va dat dugc cac muc dich day hoc khéc.

Mot trong cdc muc dich chli yéu cda day hoc dit va gidi quyé&t van dé 13 1am cho hoc
sinh Iinh hoi dugc ki€n thitc mdéi nhu 1a k&t qua cta qud trinh gidi quyé&t van dé. N6i cach
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khdc, ki€n thiic khong dugc truyén thu truc ti€p tir gido vién, dudi dang c6 sin, ma dugc
khdm pha dan theo qu4 trinh gidi quy&t van dé.

Mot muc dich cot y&u khac ciia hinh thiic day hoc nay 1a gitdp hoc sinh phét trién cic
kha ning khdc, nhu : kh3 nidng phat hién va trinh bay vin dé, kha ning tim ki€m cich giai
quy€t vin dé, kh3 ning tS chiic qué trinh gidi quy&t van dé, kha ning ki€m tra ddnh gid két
qud va phuong phép ti€n hanh gidi quyé&t van dé, ... N6i cdach khic, né ciing cung cip cho
hoc sinh nhitng tri thitc phuong phap’.

e Céc budc chii y&u ctia day hoc dit va gidi quyét van dé:

a) Tao tinh hudng goi vin dé (phdt hién van dé).

b) Trinh bay van dé va dit muc dich gidi quy&t van dé.

¢) Giai quyét van dé: kham phd cdc phuong phap gidi, chon phuong phdp gidi thich hop,
trinh bay 16i giai.

d) Kiém tra, dinh gid 15i gidi, k€t qui va ca cdch thic tim ki€m 15i gidi.

e) Thé ché& hod ki€n thic cin linh hoi.

Khai niém thé ché& ho4 va sy khac biét giira kién thitc va tri thiic: Khi mot van dé
dit ra da dugc gidi quyét, c6 thé cé mot s6 kién thitc méi ndy sinh tir két qua dat dude va rat
c6 1gi dé st dung vé sau. Tuy nhién, n€u ta chi dirng lai & 15i gidi da dat dudc, thi nhitng ki€n
thitc bé ich nay ciing chi ton tai dusi dang ki€n thifc clia ¢4 nhadn mdi hoc sinh, nhu 14 kinh
nghiém ctia mdi ngudi rit ra tir hoat dong gidi quyét van dé da cho. Do d6, ching khong
giéng nhau & moi hoc sinh, va c6 thé viéc sit dung lai sau nay 1a khong hdp phép.

Nhiém vu clia gido vién 1a bi€n céc ki€n thitc cd4 nhan d6 thanh ki€n thic chung (hay tri
thitc) c6 thé st dung vé sau va sit dung dudc mdt cdch hgp phap bdi moi hoc sinh, bing cich
néu lén va thong bdo ki€n thiic ndy mot cdch twdng minh dudi dang mot dinh li, mdt cong
thitc hay mot quy tic, phuong phép, ... Khi d6, ta néi gido vién da thuc hién pha thé ché ho4.
Néi cach khdc, thé ché hod 12 hanh dong bi€n mot kié€n thifc c6 tinh c4 nhan thinh mot ki€n
thitc ¢6 tinh xa hdi (hay mdt tri thic) '°.

Vi du 1: Sau khi t§ chifc cho hoc sinh gidi quyét xong cdc bai todn sau ddy, ma dinh
huéng khdi dau 14 ha bac cic biéu thic lugng gidc bic cao:

. . 3J3 .
sin3x + sin’x = —— sin2x;

sin’x + sin®2x + sin’3x + sin’4x = 2;

. 4 4 3—cos6X
SiIn'X +COS X = ——— ;
4
sin* X+cos*x 1
—————— = —(tgx +cot gX)
sin 2X 2

thi mot tri thitc phuong phap rat c6 ich c6 thé dudc rit ra 1a: «Khi gidi cdc phuong trinh lugng
gidc phitc tap, néu phuong trinh chita cdc biéu thitc lugng gidc bdc cao thi cé thé tinh dén
viéc ha bdc ciia cdc biéu thitc nay ».

? Xem khdi niém tri thitc phuong phap & muc C phan 2.
"Pé hiéu 15 hon vé& van dé nay, c6 thé tham khio Y. Chevallard (1985).
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Tuy nhién, néu tri thicc nay khong dugc néu 1én, khdong dudc nhan manh va thdong bdo
cong khai bdi gido vién (nghia 1a khong dudc thé ché& hod), thi né ciing chi cé thé ton tai dudi
dang ki€n thic clia tirng c4 nhan hoc sinh. N6i cach khic, mot sd hoc sinh c6 thé nhan ra dudc
ki€n thitc d6 va biét 4p dung vé sau. Nhung ciing ¢6 hoc sinh khong riit ra dudc 1di ich ctia dinh
huéng phuong phdp nay, va vi th€ vé sau néu c¢6 gip mdt phuong trinh bic cao tuong tw ho
ciing ling ting, khong biét gidi quyét thé nao.

Ngudc lai, néu né dugc thé ché hod va dugce nhic lai trong nhiéu co hdi khdc, thi dan
din n6 12 mot ki€n thitc bén vitng & nhi¢u hoc sinh.

Vi du 2: Trong sdch gido khoa to4dn nhitng nim 1990, bat ding thitc Bunhiacopxki dudi
day la doi tugng dugc day hoc mdt cach twdng minh :

(a,b, +212b2)2 < (al2 +a§)(b,2 +b§) v6i moi s6 thyc ay, a,, by, by.
N6 dudc trinh bay dudi dang mot dinh 1i trong sich gido khoa Pai s6 10.

Hoc sinh sau khi hoc ba't ddng thitc nay thi c6 quyén su dung né vao viéc gidi quyét cc
bai todn khéc.

Ngudc lai, chuong trinh va sdch gido khoa hgp nhat thdi ki 2000 — 2004 khong dua vao
ba't ding thifc nay. Bay gid n6 chi hién dién dudi dang mot bai tap (bai tAip 8 — Sdch gido
khoa Pai s6 10, NXB GD 2001, trang 77). Nhu vay, vé& nguyén tic, hoc sinh khdng c6 quyén
st dung bat ding thitc Bunhiacopxki vio viéc gidi quyét cic bai todn khdc. Néu mudn si
dung, ho phdi chitng minh lai bit ding thic nay. Do d6, trong gid bai tip, khi hoc sinh gidi
quy€t xong bai tip 8 § trén, gido vién chi c6 thé dé bat ding thitc nay tdn tai dusi dang ki€n
thitc ¢4 nhan cia mdi hoc sinh, chit khong thé trinh bay né dudi dang mot dinh 1i da dudc
chitng minh, hay khong thé€ thong bdo cong khai ring tif nay moi hoc sinh c6 quyén st dung
ba't ding thitc ndy (ma khong cAn chitng minh lai). Néi cach khéc, gido vién khong thé thuc
hién pha thé ché& ho4, bi€n kién thiic c4 nhan thanh tri thiic chung c¢6 thé st dung hop phép.

3.4. C4c hinh thidc day hoc dat va gidi quy&t van dé

Tuy theo vai trd clia gido vién va hoc sinh trong cdc budc clia day hoc dit va gidi quyét
van dé ciling nhu dic trung cda tri thifc dat dudc, ma ta phan biét ba hinh thiic day hoc chii y&u
sau day.

a) Tu nghién citu gidi quyét van dé

DPay 13 cAp d6 cao nhit clia day hoc dit va gidi quyét van dé. N6 dugc dic trung bdi
cdc mit sau day :

Gido vién (hoic cling hoc sinh) tao ra tinh huéng ggi van dé, trinh bay van dé. Sau khi
van dé da dudc gidi quyét, gido vién c6 trach nhiém thuc hién pha thé ché& hod: danh gi vai
trd va y nghia ctia két qua dat dudc, chuyén kién thitc c6 tinh chit cd4 nhin thanh thanh tri
thitc chung, nhan manh céc tri thitc phuong phap c6 thé riit ra tir qua trinh nghién ctfu va gidi
quyé&t van dé.

Hoc sinh: doc 1ap tim cdch gidi quyé&t van dé, trinh bay 15i gidi, thuc hién pha kiém tra
va ddnh gid. Nhu vy ho phdi hoat dong mot cdch tich cuc, chi ddng, tu gidc, ddoc 1ap va
sdng tao.
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Tri thite: Khong dugc cho dudi dang c6 sin, ma xuat hién trong qud trinh hinh thanh
va gidi quyét van dé, dugc khdam phd bdi chinh hoc sinh.

Tuy theo tinh hinh ma cdng viéc clia hoc sinh ¢ thé dudc t6 chitc dudi cac hinh thic
khac nhau nhu :

— Lam viéc c4 nhan : mdi hoc sinh lam viéc mdt cach dodc 1ap.

— Lam viéc hop tdc : hoc sinh 1am viéc theo nhém nhd, thio ludn, trao ddi trong ta't ci

cdc pha clia day hoc dit va gidi quyét van dé.

— bPan xen gitra hai hinh thitc 1am vi€c trén.

Vidu : e Gido vién tao tinh hudng gdi van dé:

— V@ 1én bang mdt tam gidc ABC vudng tai A, cdc canh tuong ing 1a AB=c, AC=B

va BC =a.

— HOi: ta da bi€t cong thitc ndo cho phép tinh d6 dai canh BC theo hai canh kia? P4p

4n mong dgi 1a dinh li Pythagore: a> = b* + ¢,

— Tao tinh hudng c6 van dé&: Nhu vay, néu bi€t A 13 géc vudng va do dai hai canh ké

né6 thi ta c6 thé tinh dudc do dai canh con lai. N&u, bay gid vin cho bi€t do 16n géc A

va dd dai hai canh ké n6, nhung A 13 mot géc bat ki, liéu ¢6 tinh dudc do dai canh thit

ba hay khong?

e Gi4o vién trinh bay van dé:

Cho tam gidc ABC bat ki. C6 thé tim dugc hay khong cong thifc tinh d6 dai canh BC
néu bi€t do dai hai canh con lai la AC =b, AB =c va do 16n géc A xen giita hai canh nay?

e Hoc sinh tv gidi quy&t van dé va thyc hién viéc danh gia.

e Gido vién thuc hién pha thé ché hod bing cich trinh bay dinh li cosin trong tam giéc,
nhu 13 k&t qud clia viéc gidi quyé&t van dé trén.

b) Vén ddp ddt va gidi quyét van dé

Hinh thitc nay co cdc ddc trung sau:

Gido vién xay dung mot hé thong ciu hdi d€ gdi ¥, dan dit hoc sinh thyc hién tit ca
cdc pha clia day hoc dit va gidi quy&t vin dé, ngoai trir pha thé ché hoi. G mifc do thip hon
thi chinh gi4o vién thyc hién viéc tao tinh hudng c6 van dé va trinh bay vin dé.

Hoc sinh, nhd vao hé thdng ciu hdi ggi ¥ din dit clia gido vién ma ty gidc va tich cuc
nghién cttu phat hién, trinh bay va gidi quyét van dé.

Tri thite khong dugc cho dudi dang cé sdn va tryc ti€p, ma xuit hién trong qud trinh
hinh thanh va gidi quyét vain dé, dugc khdm phd nho qud trinh tuong tdc giita thdy va tro,
trong do tro dong vai tro chinh.

c) Thuyét trinh dit va gidi quyét vian dé

La cAp do thdp nhat cla day hoc dit va gidi quyé&t van dé.

Gido vién thyc hién tat cd cac khau cda hinh thitc day hoc nay: Tao tinh hudng ggi van
dé, trinh bay van dé, trinh bay qud trinh suy nghi tim ki€m, du dodn cich thic gidi quyé&t van
dé (chit khong don thuin trinh bay 13i gidi), ... Gido vién trinh bay c4 qué trinh tim ki€m cda
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minh, c¢6 lic thanh cdng, ¢ lic that bai, c6 ldc phdi diéu chinh phuong huéng nhiéu 1an mdi
di d&€n két qua.

N6i cach khédc, gido vién phdi déng vai mot hoc sinh dang tim cdch phat hién va giai
quyét van dé : ty dit ra cho minh cic ciu hdi, cic nghi van, tv may mo tim ki€m céc phuong
an gidi quyét, rdi t tra 15i, ... Piéu quan trong 13 trong qud trinh nay, gido vién can d€ lai
nhitng “khodng ling” dé& cho hoc sinh (ngui hoc) di thdi gian ciing tham gia vio qud trinh suy
nghi, tim ki€m cau trd 15i nhu chinh hoc sinh gid twdng, chit khong cho ciu trd 13i ngay sau khi
vira dit ra mot cau hdi, mot nghi van nao do.

Hoc sinh theo ddi qud trinh nghién citu dit va gidi quyét vidn dé dugc trinh bay bdi
gido vién. Trong qud trinh ndy, ho ciing trdi qua nhitng thdi diém, nhitng cAm xic va thdi do
khac nhau nhu mot hoc sinh dang thuc sy tham gia qud trinh nghi€n cttu, nhung khong tryc
ti€p gidi quyét van dé.

Tri thidc, miac du khong dugc khdm phd bdi chinh hoc sinh, nhung ciing khong dugc
truyén thu dudi dang c6 sin va tryc ti€p, ma ndy sinh trong qué trinh dit va gidi quyé&t van dé
cla gido vién.

Cic luu §:

a) Can phan biét hinh thitc vin ddp dit va gidi quyét vadn dé v6i phuong phap dam
thoai (hay vdn ddp), hinh thitc thuy€t trinh dit va gidi quyét van dé véi phuong phdp thuyét
trinh. Nhitng di€m khdc biét nhat cAn nhan manh la:

— Trong day hoc dit va gidi quyé&t van dé, di€u mau chdt 12 phdi tao ra cdc tinh hudng
gdi van dé, nhu V. Okon (ban dich ti€ng viét cia Pham Hoang Gia, 1976) da viét :

“Nét bdn chdt ciia day hoc néu van dé khong phdi la sw ddt ra nhitng cdu héi ma la tao
ra cdc tinh huéng goi van dé” (V. Okon, 1976).

— Kién thifc xud't hién trong qu4 trinh dit va nghién cifu gidi quyét van dé.

— Hoc sinh khong chi linh hoi dudc kién thiic mdi nhu 12 k€t qué clia qud trinh gidi
quy€&t van dé, ma con c6 thé linh hoi dugc tri thifc phuong phap.

— Nhu vdy, day hoc dit va gidi quyét van dé dudi hinh thitc vin ddp (hay thuyét trinh)
ciing 1a mot ki€u day hoc theo phudng phdp dam thoai (hay thuyét trinh), nhung diéu ngudgc
lai chua chic ding.

Phat biéu sau diy ctia I. Ia. Lecne (1981) vé hinh thiic Thuyét trinh dit va gidi quyét
van dé cho phép hi€u rd hon su khic biét nay:

“Bdn chdt ciia hinh thitc nay khong nhitng nhdm gidi thiéu cho hoc sinh cdch gidi quyét
dd c6 doi vdi cdc van dé nhdn thitc khoa hoc hay thuc tién ... ma con giiip hoc sinh hiéu logic,
nhitng mau thudin va cdch gidi quyét nhitng mau thudn doé .

b) Khd ning hoat dong mot cach doc 1ap, tich cuc va sdng tao ctia hoc sinh tuy thudc
vao hinh thic day hoc dit va gidi quyét van dé. Ching han trong hinh thitc thuyé&t trinh,
chinh gido vién thuc hién tat cd cdc budc clia qud trinh, hoc sinh chi theo ddi, ling nghe va
linh hi lai tri thitc (k€ c3 tri thitc phuong phdp) dudc truyén thu truc ti€p tir gido vién. Do
vay, day hoc dit va gidi quyé&t vadn dé dugi hinh thitc thuyét trinh khong thudc vio nhém
phuong phap day hoc tich cyc. Tuy nhién, né cling cho phép phdt huy tinh tich cuc ctia hoc
sinh, Vi trong qud trinh dit va gidi quyé&t van dé clia gido vién, hoc sinh cling luon dude dit
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trong nhitng tinh huéng khé khiin, nghi van, tich cuc suy nghi, ... . Ngoai trir viéc gidi quyét
céc nghi van, viéc dua ra phuong dn gidi quy&t khé khin, ... 1a do gido vién thuc hién.

¢) Ta c6 thé 4p dung day hoc dit va gidi quy&t vin dé khong chi cho d6i tugng hoc sinh
khd gidi, ma c6 thé cho cd cdc d6i tugng hoc sinh khac. Chinh vdi hoc sinh trung binh hay
y&u, viéc 4p dung hinh thitc ndy mot cdch thich hgp va hé théng mdi hy vong gitip ho dan
din thodt khéi cdch hoc thu dong va linh hoi ki€n thitc mot cdch tich cuc hon. Hon nita, & cAp
dd thap nhat, v6i hoc sinh trung binh hay yé&u ta vin c6 thé van dung day hoc dit va gidi
quy&t van dé dudi hinh thic thuyét trinh''.

d) Trong mot gid 1én 16p, néi chung ngudi ta khdng sit dung doc nha't mot phuong phap
day hoc. Do d6, day hoc dit va gidi quyét van dé c6 thé chi xuit hién trong mot s6 cong
doan ctlia gid 1én 16p. Hon nita, ciing cin tranh quan diém cuc doan phai 4p dung hinh thic
day hoc ndy cho moi ndi dung cin gidng day.

Mit khéc, ngay ca khi 4p dung day hoc dit va gidi quy&t van dé thi doi khi ta khong thé
tuan thi cirng nhic mot hinh thitc nao trong ba hinh thitc trén. Tuy dién ti€n cla tinh hudng ma
céc hinh thic nay c¢6 thé dugc 4p dung dan xen nhau, hd trg cho nhau.

e) Viéc tao ra mdt tinh hudng gdi vin dé khong phdi dé dang. Qua thuc, 1am thé nao
dé€ van dé dit ra ddm bdo di hai diéu kién: ggi nhu ciu nhin thitc va gdy niém tin & kha
ning ? P6 12 modt ciu hdi 16n ri't can thi€t dude nghién citu tra 15i.

Chinh vi vy, trong thuc t& day hoc § trudng phd thong, gido vién thudng chi mdi dirng
lai § mic do tao ra dudc tinh huéng c6 van dé, chit chua phdi 1a tinh huéng ggi van dé. Tuy
nhién, ngay ca khi chi tao dugc tinh hudng c6 van dé, thi viéc 4p dung ding nhu cdc budc da
néu cta day hoc dit va gidi quyé&t van dé ciing mang lai hiéu qui cao hon nhiéu so véi
phuong phap day hoc truyén thong.

Cau héi va bai tap

1. Phan tich cdc ¥ ki€n sau :

— Phuong phdp day hoc clia gido vién s& la phuong phép tich cuc néu gido vién trinh
bay bai gidng trong mdi trudng poiwerpoint vdi viéc 4p dung cdc phain mém day hoc
(nhu Cabri — Géométry, Maple, ...).

— Gido vién di 4p dung phuong phép tich cyc néu trong git 1én 16p ho danh nhiéu thdi
gian cho hoc sinh 1am bai tdp va khuyé&n khich dugc nhiéu hoc sinh tich cuc phat biu
tham gia xay dung bai.

2. Hai khai niém sau c6 dong nhat khong : Phuong phip day hoc tich cuc va Tinh tich cuc
ciia hoc sinh. LAy vi du minh hoa.

3. Phin biét cdc khdi niém Van dé va Bai todn, Tinh huéng c¢6 van dé va Tinh hudng ggi
vin dé.

4. Phan tich c4c y ki€n sau :

— Trong day hoc dit va gidi quy&t van dé, hoc sinh luén hoat ddng mot cach doc 1ap, tu
gidc va sang tao.

— Trong day hoc dit va gidi quy&t vin dé diéu quan trong nhit 13 hoc sinh linh hdi dugc
k&t qud clia qud trinh gidi quy&t van dé.

" Tham khdo thém Nguy&n B4 Kim (1991).
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—  Muc dich chinh ctia day hoc dit va gidi quyét van dé 1a 1am sao cho hoc sinh gidi
quyét dudc van dé dit ra.
— Phuong phdp thuyét trinh va phuong phdp dam thoai khong thé hién tinh thin ciia day
hoc dit va gidi quy&t van dé.
— Chi c6 thé 4p dung day hoc dit va gidi quy&t van dé ddi v6i d6i tugng hoc sinh khd
gioi.
— Day hoc theo phudng phép truyén thong chi cung cip cho hoc sinh céc tri rthifc sy vat,
ma khdng cung cap cho ho tri thitc phuong phap?
— Né&u day hoc theo phudng phap truyén thdng thi hoc sinh khong thé hoat dong tich cuc
dugc.
— Trong hoan cdnh day hoc hién nay & trudng phd thong, khong thé dp dung day hoc
dit va gidi quyét van dé dugc.
5. Ung v6i mdi cdch tao tinh huéng c6 van dé trinh bay trong gido trinh hiay cho mot vi du
minh hoa (khdng tring v6i vi du da néu).
6. XAy dung mot hinh thic day hoc dit va gidi quyé&t van dé€ cac noi dung sau:
— Phuong trinh lugng gidc co ban, trudng hop sinx = a (Pai s6 — Gidi tich 11).
— Phuong phdp quy nap todn hoc (Pai s6 — Gidi tich 11).
— Dinh Ii sin trong tam gidc (Hinh hoc 10).
— DPinhli ddo vé diu cta tam thic bac hai (Pai sd 10).
— Phuong trinh dudng thing trong khong gian (Hinh hoc 12).
7. Cho bai todn : Rut gon bifu thitc Q = x+/x+2 —/x* +2x> (trinh do 16p 9).
Xét bai lam sau ctia mot hoc sinh:
“Q=xAX+2 x> +2x% = Vx* +2x2 =X} +2x2 = 0.
Tir bai 1am nay hiy tao ra mot tinh hudng gdi van dé. Gidi thich vi sao d6 1a tinh hudng
gdi vin dé.

8. Pé& tao mot tinh hudng c6 van dé khi day hoc dinh 1i sin trong tam gidc, hai sinh vién cho
cdc phuong an sau:

Sinh vién 1:

« Chiing ta da hoc xong dinh li cosin trong tam gidc, thi ching ta da bi€t cdng thic dinh li
cosin nhu th€ nao rdi. HOm nay, ching ta s& sang mot dinh 1i mdi ciing tuong tu nhu dinh Ii
cosin, d6 1a dinh 1i sin trong tam gidc. Cong thic dinh Ii la:

a b v

= =—"_=2R, trong d6 R 1a ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC ».
sinA sinB sinC
Sinh vién 2:
“Ta vira chitng minh dugc ring n€u ABC 12 mdt tam gidc vudng thi ta luén cé hé thitc:
a b ¢

sinA  sinB  sinC

Hé thitc (*) vin ding trong trudng hop ABC 1a mot tam gidc bat ki va hon nifa ta cé:
a b c

*

sinA - sinB  sinC
Trong d6, R 13 ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Piéu nay dudc thé hién
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qua mot dinh Ii ¢é tén 1a dinh 1i sin, dugc trinh bay § trang 46 siach gido khoa, ma ta cong
nhan khong chitng minh. ».
Hay phén tich cac phuong dn trén cua sinh vién.
9. Xét mot bai trong dé thi mén Phuong phdp day hoc todn nim 2002/2003:
“Cho bai todan: Gidi phuong trinh
Ix43440x—1 +4/x+8—6Jx—1 =5 (1).
va bailam sau cia mdt hoc sinh:
«PL(1) & VX=1422X—1+4+yX-1-6/x—-149 =5
e JWX=T+2) +(fx=1-3)’ =5
o X—1+2+/x-1-3=5
o x-1=3

SXx-1=9<x=10».

Anh (chi) hiy tin dung bai lam trén clia hoc sinh d€ tao ra mot tinh hudng ggi van dé. ”
Anh (chi) hay phan tich phudng an cla hai sinh vién sau diy.

Sinh vién 1:

“GV: Em hday xem x = 1 c6 phdi la nghiém ciia phuong trinh (1) hay khéng ?

HS: x = 1 la nghiém cua pt (1)

GV: Em hdy xem lai toan b 10i gidi dé xem 10i gidi sai & dau?

2

D6 la mot tinh hudng goi vdn dé vi, ...

Sinh vién 2:

“. Cho hoc sinh cd 16p nhdn xét 1oi gidi va thit lai nghiém x = 10 (dit cdc phép bié" doi
déu tuong duong).

- Néu hoc sinh van khéng nhdn ra sai lam va khdng dinh 16i gidi diing, thi yéu cdu hoc
sinh thit x = 5 vao pt (1) dé ho nhdn ra rdng x = 5 ciing la mot nghiém ciia pt (1).

Trong l0i gidi trén, cdc phép bién déi déu twong duong. Vay tai sao lai mdt nghiém ?”.
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Phan 2

CAC TiNH HUONG PIEN HIiNH
TRONG DAY HOC TOAN G TRUGNG PHO THONG

A. Day hoc cac khdi niém toan hoc
1. Khainiémla gi?
Theo Alain Rieunier (2001):
—  Khdi niém 1a mot tu tudng tdng quét va tritu tugng dugc gan cho mot 16p cac ddi tugng
va diing dé t§ chic cac kién thic.
— Dinh nghia khdi ni¢m 1a mdt phuong tién trinh bay tu tudng nay.
—  Day hoc m{t khdi ni¢m 12 day hoc nghia clia « tif » hay « cum tit » chi khdi niém Y.
2.  Vai tro cua khai niém
2.1. Khai niém vira la sin pham vira 1a phuong tién clia qua trinh tu duy
Trong viéc nhan thifc thé gidi, con ngudi c6 thé dat t6i cdc miic d6 nhin thic khic
nhau, tir thap t6i cao, tir don gidn d€n phitc tap. Hai mitc dd nhan thitc thé€ gidi cia con ngudi
la:
— Nhan thiic cdm tinh (bao gdm cdm gidc va tri gidc), trong d6 con ngudi phdn dnh
nhitng c4i bén ngoai, nhitng cdi dang truc ti€p tdc dong dén cdc gidc quan con ngudi.
— Nhan thic Ii tinh (con goi 1a tu duy), trong d6 con ngudi phdn d4nh nhitng cdi bin chat
bén trong, nhitng mdi quan hé c6 tinh quy luat.
Tu duy 12 mitc dd nhan thiic quan trong, cd ban nht clia con ngudi d€ hi€u va cdi tao
th€ gidi.
K&t qué cta hanh dong (qud trinh) tu duy 14 di d€n nhitng sdn pham tri tué : khdi niém,
phdn dodn, suy luén.
Pén lugt minh, cdc khdi niém, cdc phdn dodn di dugc khing dinh, cdc hinh thic suy
luin lai tao c¢d s& cho tu duy. Tu duy khong thé tich r&i khdi niém, phan dodn va suy luin.
Xét dudi quan di€m ciia logic hinh thifc, thi tw duy 13 hdp thanh cda ba y&u t& : khai
niém, phdn dodn, va suy ludn.
Nhu vay, khdi niém 13 mot y&u t& khong thé thi€u trong hoat dong tu duy ciia con
nguoi.
2.2. Khai niém vira 13 cd sé cia khoa hoc todn hoc, vira 1a dong luc phat trién cia
toan hoc
Du cho ngudn gdc clia todn hoc 1a thuc nghiém, thi todn hoc chi y&u van 12 mot khoa
hoc suy dién, nghia 12 mot khoa hoc dugc xay dung tir nhitng khdi niém co ban va nhitng tién
dé nhd vao viéc 4p dung nhitng quy tic va phuong phap suy luin logic. Cac khdi niém hoc
truGe 1a ¢d sd xay dung cdc khdi niém sau, cac khdi ni€ém sau dugc dinh nghia hay dugc minh
hoa, md td nhd vao cdc khdi niém hoc trudc, chiing tao nén mot hé thdng trong khoa hoc
todn hoc ma ta c6 thé so dd hod nhu sau:

23



Hé tién dé

Logic
Cdac khdi niém cd ban Cac nhém tién dé

(doi tuong co ban, quan hé co

bdn)
—> Cac khai niém khac Cac dinh li
(duoc dinh nghia nho vao cdc | (dugc chitng minh
khdi niém co ban) duwa vao cdc tién dé)

Nhu vay, cdc khdi niém la vat liéu cd sG cua viéc xay dung toan bd khoa hoc todn hoc.

Mit khédc, phan tich lich sit va khoa hoc luin todn hoc chitng t6 ring sy ndy sinh mot
kh4i niém todn hoc méi thudng danh ddu mot giai doan phat trién clia todn hoc va 1a nén
tang cho budc phat tri€n ti€p theo, ching han nhu cidc khdi niém S& phirc, Gisi han, Pao
ham, ...

2.3. Hinh thanh cac khai niém toan hoc cho hoc sinh la mt trong nhitng nhiém vu
mau chd't clia day hoc toan & truong phd thong
Hai trong cac muc dich chi y&u ctia day hoc todn & trudng THPT la:
—  Cung cap cho hoc sinh mot hé thdng vitng chic nhitng kié€n thitc va ki ning todn hoc.
— Phét tri€n § hoc sinh nhitng niing luc va phim chat tri tué. Chii y&u 1a rén luyén cdc
thao tdc va phdm chit tu duy, kh3 ning quan sit v tudng tudng, rén luyén tu duy logic va
ngon ngif chinh x4c.

Phén tich & cdc muc 2.1 va 2.2 cho thdy ring, viéc hinh thanh cdc khai niém cho hoc
sinh 12 van dé trung tAm cho phép dat dugc cdc muc tiéu nay.

“Trong viéc day hoc todn, ciing nhu viéc day hoc bat cit mot khoa hoc nao khdc &
truong phd thong, diéu quan trong bdc nhdt la hinh thanh mét cdch viing chdc cho hoc sinh
mot hé théng khdi niém. D6 la co sé ciia toan by kién thitc Todn hoc ciia hoc sinh, la tién dé
quan trong dé xdy dung cho ho khd ndng vdn dung cdc kién thitc dd hoc. Qud trinh hinh
thanh cdc khdi niém cé tdc dung I6n dén viéc phdt trién tri tué, dong thoi ciing gép phan gido
duc thé gidi quan cho hoc sinh (qua viéc nhdn thiic diing ddn qud trinh phdt sinh va phdt
trién ciia cdc khdi niém Todn hoc)” (Hoang Ching, 1995, tr.116).

3. Noi ham va ngoai dién ctia khii niém
3.1. Thudc tinh ban chat va thudc tinh diic trung cia khai niém

Thujc tinh bdn chdt ciia mét doi tuong la thudc tinh gdn lién véi doi tuong. Néu mat
thudc tinh nay, thi déi tugng khong con la né, ma la mot doi tuong khdc. Thudc tinh bdan chdt
la dieu kién can dé xdc dinh doi tuong.

Thuéc tinh bdn chdt ciia mét khdi niém la thudc tinh bdn chdt chung ciia moi doi
tuong dugc phdn dnh trong khdi nié¢m.

Thujc tinh ddc trung ciia mot khdi ni¢m la thudc tinh ma chi cé nhitng doi tuong dugc
phdn dnh trong khdi niém mdi c¢é. Thudc tinh nay la diéu kién can va dii dé xdc dinh doi
tuong.
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Nhu viy, c¢6 thé xem thudc tinh dic trung clia khdi niém 1a t6 hdp mot sd thudc tinh
ban chi't clia nd.

Vi du: Mot s6 thudc tinh ban chi't ctia khdi niém “Hinh binh hanh™ 1a:

— T gidc 16i.

— Céc cdp canh doi dién song song v&i nhau.

— C4c dudng chéo cit nhau tai diém giita mdi dudng.

— Céc gbc & cdc dinh ddi dién biing nhau

— Céc canh do6i dién bing nhau.

Mot s8 thudc tinh dic trung clia khdi niém nay la:

— T gidc 16i c6 hai dudng chéo cit nhau tai di€m giita mdi dudng.

— Tt gidc 16i c6 it nhat mot cip canh ddi song song va bing nhau.

— T gidc 16i c6 cdc cip canh d6i dién song song vdi nhau.

3.2. Noi ham va ngoai dién cia khdi niém

e Noi ham clia mot khdi niém 12 tAp hgp tat cd cdc thudc tinh ban chat cia khdi niém,
nghia 13 tAp hop tat cd nhitng thudc tinh chung, bin chi't clia tit ci cdc ddi tugng duge phdn
anh trong khai niém.

e Ngoai dién (hay pham vi) cia mdt khdi niém la tAp hdp tat cd cdc doi tugng cd
nhitng thudc tinh chung bdn chat dugc phdn dnh trong khai niém.

Tuy nhién, tip tit cd cdc thudc tinh chung ban chit nay thudng rat do so. Do vay, ta c6
thé€ hi€u ngoai dién clia mot khdi niém 1a tip hdp tit ci cdc d6i tugng cé it nhat mot thude
tinh ddc trung cia khai niém do6.

Vi du : C4c thudc tinh sau nim trong ndi ham cda khai niém CAp s6 cdng :

— La motday so.

— K& tir s6 hang thit hai tr§ di, mdi s6 hang déu 13 tong clia s6 hang ding ngay trudc

né v6i mot sd khong doi.

— Ké& tir s6 hang thit hai trd di (trir s6 hang cudi ddi vdi cip s6 cong hitu han) déu 12

trung binh cong clia hai s6 hang ké ngay bén né.

Ngoai dién ctia khdi niém nay 1a tAp hop tat cd cdc cip s6 cong.

¢ Quan hé giita ngi ham va ngoai dién : Noi ham cang rong thi ngoai dién cang hep,
ndi ham cang hep thi ngoai di€n cang rong.

Ching han, ndi haim ctia hinh vuéng chita ndéi ham cda hinh chit nhat, vi khdi niém hinh
vudng c6 tit cd cdc thudc tinh ban chit cia khdi niém hinh chif nhit, ngoai ra né con cé cic
thudc tinh khiac ma hinh chit nhat khong c¢6 nhu : “TAt cd cdc canh déu biing nhau” ; “Hai
dudng chéo vudng goc véi nhau”.

Ngudc lai, tAip hop tat cd cdc hinh vudng (ngoai dién ctia khai niém hinh vudng) lai 1a tip
con clia tAp hgp tA't cd cdc hinh chit nhat.

3.3. Khai niém loai va khai niém chiing
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Xét khdi ni€ém a c6 ngoai dién la tap hgp A va khai niém b c6 ngoai dién la tdp hop B.

Né&u A o B thi ta néi a 1a khdi niém loai ctia khdi niém B, con b dugc goi 1a kh4i niém
chiing ciia khdi niém a.

Vi du : Khdi niém td¢ gidc l1a khdi niém loai cia khdi niém hinh binh hanh. Khai niém
hinh vu6ng la khai niém ching ctia khai niém hinh thoi.

4. Dinh nghia khai niém

DPinh nghia mot khai niém 1a mot thao tdc logic nhim phan biét 16p cdc ddi tugng xéc
dinh khdi niém nay véi cdc doi tugng khéc, thudng 1a bang cdch vach ra thudc tinh dic trung
cua khdi niém do.

4.1. Mot so hinh thite dinh nghia khdi niém

Sau day 12 mot s6 cich dinh nghia cdc khai niém thudng diing & trudng phd thong.

a) Pinh nghia bdng cdch néu ré loai va thujc tinh ddc trung ctia chiing

Logic hinh thitc vach rd ring, dinh nghia mot kh4i niém khong nha't thi€t phdi kem theo
viéc néu ra ti't ca cac thudc tinh ban chi't cia khdi niém d6. V4 lai, diéu nay ciing khé c6 thé
thuc hién dugc, vi tip hdp tit cd cdc thudc tinh nay (ndi ham cta khdi niém) thudng rat dd
sO.

P& vugt qua trd ngai nay, phudng phap kha phd bién 1a 1am rd no6i ham clia khai niém can
dinh nghia bing c4ch chi ra khai niém loai gan nhat clia né (né thudc loai nao) va dau hiéu cho
phép phan biét cic d6i tugng dugc phdn 4nh trong khai niém cin dinh nghia v6i cdc ddi tugng
khdc thudc loai vira néu. D6 chinh 1a cich dinh nghia biing cich néu 16 loai va thudc tinh dic
trung cla chung.

Ta c6 thé so dd hod hinh thitc dinh nghia nay nhu sau :

Khai niém duge | Def| Khai niém loai Thudc tinh dic trung
dinh nghia = | (khdginiemda |+ | ctia chiing (dién td khic
(kh4i niém mdi) bi&t) biét vé chiing)

(Def 1a viét tdt ctia tir définition — dinh nghia, ding d€ phan biét dinh nghia v6i ménh dé,
dinh 1).

Vi du : Pinh nghia khdi niém Lang try ding.
“Mot hinh ling tru dugc goi la ldng tru ditng néu cdc canh bén ciia né vubng géc vdi
ddy” (Hinh hoc 11, NXB GD 2001).
Dinh nghia nay c6 thé phat biéu lai du6i dang :
Léang tru ding (Khdi niém mdai)
la hinh ldng try  (Khdi niém logi)
¢6 cac canh bén vudng géc véi (Thudc tinh ddc trung cia
day. chiing)
e Dinh nghia theo hinh thic trén 1a di tit khdi niém c6 ngoai dién rong hon d&n khai
niém c6 ngoai dién hep hon va thudng dude dung d€ dinh nghia cdc khdi niém ddi tuong.
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Vidu : T gidc — Hinh binh hanh — Hinh ch@ nhat — Hinh vudng.

b) Dinh nghia bang cdch néu ré thujc tinh dic trung ciia chiing, con khdi niém loai
chi xudt hi¢n ngdm dn

Vi du 1: Dinh nghia kh4i niém Ham s6 dong bién trén khodng (a,b) (Pai s& 10, NXB
GD 2001) :

“Cho ham s6'y = f(x) xdc dinh trén khodng (a,b).

Ham s6'y = f(x) goi la dong bién (hay tdng) trén khodng (a,b) néu véi moi sé thuc x; va
Xy thudc (a,b) ta co : x; >x, = f(x;) >f(x2).

Vi du 2 : Pinh nghia khdi niém hai dudng thing song song.

“Hai dwong thdng goi la song song néu chiing dong phdng va khong cé diém chung”.
(Hinh hoc 12, NXB GD 2001).

Céc khai niém vé quan hé (nhu hai dudng thing chéo nhau, hai phuong trinh tuong
duong, ...) thudng dudc dinh nghia dudi hinh thitc nay.

Truong hop ddc biét : dinh nghia co s dung cdc luong tiw vV, 7

Vi du : “Mét duong thdng A goi la vudng géc vdi mdt phdng (P) néu né vuéng géc vdi
moi duong thdng ciia mdt phdng dé”. (Hinh hoc 11. NXB GD 2001, tr. 60).

¢) Pinh nghia bdang kién thiét

Trong trudng hgp nay, ngudi ta khong vach ré khai ni€ém loai (né thudc loai nao) ciing
nhu cdc thudc tinh ban chit cla chiing, ma md t cich tao ra d6i tugng duge xem la tdng
quat va dai dién cho 16p cdc doi tuong x4c dinh kh4i niém.

Vi du : “Cho hai hinh tron bang nhau C(O,R) va C(O’,R’) c6 truc chung OO’. Ung voi
méi diém M thuoc C(O,R), ta dung diém M’ sao cho MM =00'. Khi diém M chay khdp hinh
tron C(O,R), doan MM’ tao thanh m{t hinh goi la hinh tru tron xoay (hinh 5.2), duoc goi tdt
la hinh tru.” (Hinh hoc 11, NXB GD 1991, Tran Vin Hao chd bién).

d) Pinh nghia bing truy hoi
C6 thé xem day la trudng hop dic biét ciia dinh nghia bing kién thiét.
Vidu : Day (u,) dugc dinh nghia nhu sau :

u, =a
u,,, =f(u,) véi vn>1
Trong d6 f1a mdt ham so.

Téng quat hon :
u; =a.
Up,t = f(ug,u, ... ,u,) véimoin > 1, trong d6 f1a mot ham so.

e) Pinh nghia bdng quy udc

Van dé 1a néu 1én y nghia ctia ki hiéu, cda danh tir ma ta mdi dua vao.
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Vi du: “Cho a la s6 thic khdc 0. Ta dinh nghia a’= 1, a’ = Ly
a

Voi n nguyén duong lon hon 1 ta dinh nghia

n 1 "
a—n — a—l S ’7.
= 2)
(Pai s& — Gidi tich 11, NXB GD 1996, Tran Vin Hao chd bién).

f) Pinh nghia bang “phé bay”"* (par ostension)

DPinh nghia theo hinh thic nay khong vach ré khdi niém loai cling nhu cdc thudc tinh
ban chit cia khdi niém, ma don thuin chi 1a sy “d4n nhdn” cho mdt d6i tugng dugc coi 1a
t6ng quat va dai dién cho 16p cdc ddi tuong cu thé xdc dinh khai niém dé.

Vi du : Pinh nghia cdc khdi niém Phuodng tich ciia mot di€m ddi véi mot dudng tron
(Hinh hoc 10, NXB GD 2001), Phuong trinh chinh tic ctia Elip (Hinh hoc 12, NXB GD 2001)
12 cdc dinh nghia bing pho bay.

“Gid tri MA.MB khéng ddi néi trong dinh li trén duoc goi la phuong tich ciia diém M
doi véi duong tron O va ki hieu la @yy0).”
“Phutong trinh trén goi la phuong trinh chinh tdc cia elip (E) dd cho.”

4.2. Khai niém co ban (khdi niém nguyén thuy)
Pinh nghia mot khdi niém doi hdi phai st dung mot s6 khdi niém da biét truéc d6. Cit
ti€p tuc nhu thé, 4t phai di d&€n cdc khdi niém xui't phit ban dau khong dugc dinh nghia. Ta

goi d6 13 cdc khai niém cd ban (hay khdi niém nguyén thuy) cia toidn hoc. Ching han nhu
cdc khdi niém Pi€m, Pudng thing, Mit phing, TAp hop, Quy tic, ...

Vidu : “Gid sit X va Y la hai tdp hop sé.

Mot ham s6 ftie X dén Y la mét quy tdc cho iing méi gid tri x € X mot va chi mot gid tri
y €Y, ma ta ki hiéu la y = f{x).” (Pai s6 10, NXB GD 1990, Trn Vin Hao chi bién).

DPinh nghia khdi niém ham s& nhu vdy da dua trén mot khdi niém khéc, khong dudc
dinh nghia, dé 1a khdi niém “Quy tic”.

B Chii §: N6i cdc khdi niém dau tién nay khong dugc dinh nghia, theo nghia khong
dudc dinh nghia mot cdch “tudng minh”. Vi thuc ra, cdc khdi niém nay cé thé c6 mot “dinh
nghia” khong tudng minh, thdng qua mo ta :

“Mot hat cdt rdt nhé, mot ddu chdm nhé ciia bit chi trén to gidy la hinh dnh ciia diém.
Mot phan soi chi cang thdng, mot doan dong ké la hinh dnh ciia mét phan duong thding. Mot
mdt ban phdng, mot mdt hé yén ldng la hinh dnh ciia mdt phdn mdt phdng.” (Hinh hoc 11,
NXB GD 1991, Trin Vin Hao chd bién).

Trong todn hoc, ngoai cdc khdi niém dugc dinh nghia va cdc khdi niém co ban, cling
con ¢6 nhitng khdi niém khac, c6 “Tén”, khong cé dinh nghia va dugc st dung mot cach
tudng minh, nhu khdi niém “Tham s6”.

4.3. Cau tric logic ctia dinh nghia

2 Hay : Pinh nghia biing cdch chi ra.
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a) Do6i véi dinh nghia néu ré loai va thudc tinh ddc trung ciia chiing

Goi A la ngoai dién cua khdi niém loai, B 1a ngoai dién cta khdi niém ching (khai
niém dugc dinh nghia), P(x) 1a thudc tinh dic trung ciia chling (ddi tugng x c6 tinh cha't P), thi
dinh nghia theo hinh thifc ndy c6 thé dugc viét dudi dang ciu tric logic sau :

Def
B ={x € A|P(x)}

hay :

Def
x € Bo (x € A) AP(x)

Vi du : Xét dinh nghia khai niém lang tru ddng.
“Mot hinh ldng tru dugc goi la ldng tru diing néu cdc canh bén ciia né vuéng géc vdi
day”.

Kihiéu :
Ala tAp hgp tit cd cdc hinh ling tru,
B 1a tap hgp t4t cd cédc hinh ling tru ding,
P(L) 1a tinh chdt : Ling tru L c6 cdc canh bén vudng géc véi ddy.
Ta c6 cdu triic logic ctia dinh nghia trén 1a :

Def Def

B={L e A|P(L)} hay Le B« (L € A)AP(L)

e Chi y : Né&u ki hiéu :
Q(L) 1a tinh chat : L 1a mot ling tru ding,
R(L) 1a tinh ch4t : L 12 mot ling tru c¢6 cdc canh bén vudng géc vdi ddy.

Thi ta lai c6 mdt ciu tric logic khdc ciia dinh nghia trén :

Def
QL) < R(L)

b) Doi véi dinh nghia chi néu ré thudc tinh ddc trung

CAu tric logic cla chiing thudng c6 dang :

Def
P(x,y) & Q(x,y) A R(x,y)

Vi du : “Hai duong thdng goi la song song néu chiing dong phdng va khong cé diém
chung” (Hinh hoc 12, NXB GD 2001).

P(a,b) : Quan hé “Pudng thing a song song v&i dudng thing b”
Q(a,b) : Tinh chit : “hai dudng thing a va b ddng phing”
R(a,b) : Tinh chat : “Hai dudng thing a va b khong c6 di€m chung”.
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CAu triic logic ctia dinh nghia trén 1a :
Def
P(a,b) < Q(a,b) A R(a,b)
5. Co ché& hoat dong va cac hinh thitc thé hién cia khai niém

Hoat dong cia khdi niém trong mot pham vi ndo d6 bao ham dong thdi cdch dua khai
niém vao pham vi nay, hinh thitc thé hién va céch t6 chic cia khdi niém trong pham vi, cich
stt dung khdi niém nhu 13 cdng cu gidi quyé€t cdc bai todn, va cdch tic dong clia khdi niém
vdi cdc khadi niém khac (trong todn hoc hay trong cdc khoa hoc khéc, ...).

Sau day, ta @& cAp mot vai hinh thifc hoat dong va hinh thitc thé hién tdng quat nhat
cua khéi niém.

5.1. Co ché& hoat dong cta kh4i niém

R. Douady (1986) phan biét ba dang (hay co ch€) hoat dong khdc nhau ctia mot khdi
niém toan hoc : ¢ ch& “Pdi tuong”, cd ché “Cong cu ngdm 4n”, va cd ché “Cong cu tudng
minh”.

B Co ché cong cu :

Ta n6i, mdt khai niém hoat ddng dudi dang Cong cu khi né dugc st dung mdt cach
ngim An hay roé rang nhu phuong tién d€ gidi quy&t mot bai todn, mot van dé.

Ta néi d&€n Cong cu ré rang ddi véi cac khdi niém dugc van dung bdi chi thé va chii
thé c6 thé trinh bay, gidi thich viéc ding ching.

Ta néi dén Cong cu ngdm dn d6i v6i cac khdi niém duge van dung ngdm 4n bdi chii
thé, va chd thé khong thé trinh bay hay gidi thich viéc s dung nay.

Vi du 1: Sau khi dua vao dinh nghia khdai niém dao ham, khdi niém nay da dugc si
dung nhu cong cu tudng minh trong viéc gidi quyét cdc bai todn ti€p tuyén, khdo sit ham sd,
tinh tich phan, ...

Vi du 2 : Mot gido vién yéu cau hoc sinh 16p 7 (chua hoc vé s vo tf) trd 13i cau héi :
“Tdn tai hay khong mot hinh vudng dién tich bing 12 cm” 7.

Cau tra 151 cia mot hoc sinh : “M6t hinh vuéng ¢6 canh 3cm, thi dién tich ctia né la
9cm?, mot hinh vudng canh 4cm, thi di€n tich la 16cm®. Cho nén, khi canh thay d6i tir 3cm
dé&n 4cm, phdi c6 mot lic nao d6 dién tich s& 1a 12cm®”.

Mot s6 khadi niém todn hoc hoat dong ngﬁm 4n nhu 1a cdng cu trong cdu tra 16i nay,
ching han : Him sd (tuwong ng giita kich thu6c cia canh va dién tich clia hinh vudng) ; Him
s0 lién tuc trén mot khodng.

B Co ché& doi tugng :

G cap do tri thitc khoa hoc, mot khdi niém hoat dong dudi dang P6i tugng, theo nghia
mot d6i tugng vin hod ¢ vi tri trong cd cAu td chifc rong hon, d6 1a tri thitc khoa hoc & mot
thdi diém da cho, dudc thira nhan bdi xa hoi. Ching 13 ddi twgng nghién cifu cla cic nha
toan hoc.
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Trong pham vi clia todn hoc & trudng phd thong, ta hi€u mot khdi niém hoat dong dusi
dang D6i tugng khi né 1a ddi tugng dugc nghién ciu (duge dinh nghia, dugc khai thdc cdc
tinh chat, ...).

Vi du:

Khi ta dua ra dinh nghia khdi niém Phép ddi xing truc va nghién cttu mot s6 tinh chat
ctia n6 (bdo toan khodng cach, géc, bi€n ba diém thing hang thanh ba diém thing hang va
bio toan thit tv ba diém thing hing,..), khi d6, khdi niém nay dang 1a d6i tugng nghién cifu :
hay n6 dang hoat dong du6i dang ddi tugng.

Khi ta yéu cAu hoc sinh xét xem trong cic tuong ng sau (bi€n diém M bat ki thanh
diém M’ theo quy tic thé hién qua hinh v&), twong ng nao 13 phép d5i xing truc, thi khdi
niém van hién dién trong vai tro ddi tugng.

Khi gidi bai todn : « Cho bai di€m phan biét A vd B nim vé cling mot phia clia dudng
thing d cho trudc. Tim trén D di€m M thod min : khodng cich MA + MB dat gi4 tri 16n
nhat. », néu ta dung phép ddi xting truc d€ giai, thi khi d6 khai niém nay hoat dong nhu 1a
cong cu (hay c6 cd ché& cong cu).

N
ir

5.2. Cac hinh thidc thé hién khac nhau ciia khai niém

Theo Yves Chevallard (1991), mot khdi niém todn hoc c6 thé thé hién dudi ba hinh
thitc sau day:

e Khdi niém tién todn hoc (protomathématique) : khong tén, khong dinh nghia, hoat
dong nhu mot cong cu ngdm 4n.

Ching han khdi niém ham s& lién tuc trén mot khodng da néu & vi du 2, muc 5.1.

e Khdi niém gin todn (paramathématique) : ¢6 tén, khong c6 dinh nghia. Chdng 1a
nhitng kh4i niém cong cu clia hoat dong todn hoc. Néi chung, chiing khong phdi la doi tuong
nghién cifu cla cdc nha todn hoc.

Ching han, khai niém Tham s6.

e Khdi niém todn hoc : Ching vira 1a ddi tugng nghién citu vira 1a cong cu dugc van
dung d€ gidi quyét cdc van dé. Chiing c6 tén va dudc dinh nghia (theo nghia chit ché, hay
theo ki€u quy udc, md t3, ki€n thiét, ...).

e Chii § : C4c cd ché hoat dong va céc hinh thitc thé hién ca mdt khdi niém chi c6 tinh
chat tuong doi. Viéc phan biét phai cin cit vao: cAp dd, ndi, thdi gian, pham vi todn hoc,...
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Ching han, truSc day khdi niém ching minh 13 mot khdi niém gin todn, nhung ngay
nay n6 1a khdi niém todn hoc, 1a ddi tugng nghién citu trong logic todn.

6. Céac ti€n trinh khdc nhau vé day hoc khdi niém

Viéc day hoc cdc khdi niém todn hoc c¢é thé dudc thuc hién theo nhitng quy trinh khic
nhau. Nhung néi chung, da sd cdc khdi niém todn & trudng phd thong, thudng dugc day hoc
theo hai ti€n trinh co bdn sau :

— Tién trinh : P6i tugng — Codng cu.

— Tién trinh : Cong cu — P3i tugng — Cong cu.

6.1. Tié€n trinh : Poi tugng — Cong cu

Trong ti€n trinh nay, khdi niém xuat hién tru6c hét v6i cd ché dbi tugng (nd 1a doi
tugng nghién ctu), sau d6 méi dugc sit dung nhu 13 cdng cu dé€ gidi quyét cic van dé (todn
hoc hodc khong).

0 day, ta lai phan biét hai con dudng khdc nhau trong ti&n trinh « P&i tugng — Cong
cu»: Con dudng quy nap va con dudng suy dién.

6.1.1. Con duong quy nap (Démarche inductive)

B Cic giai doan chi y&u cia con dudng nay

e Budc 1: Nghién citu mot s6 truong hop don 1é va phdc thdo dinh nghia.

Gido vién t§ chitc cho hoc sinh nghién cttu mot sd ddi tugng don 18 thudc 16p cic ddi
tugng xdc dinh khai niém can dinh nghia va mot vai d6i tugng khong thudc 16p nay, trong d6
khai niém xui't hién duéi hinh thifc « c6 tén, nhung chua cé dinh nghia ». Tén clia kh4i niém
do gido vién thong bdo, nhung chua cho dinh nghia khai ni€m.

Hoc sinh, v6i sy huéng din clia gido vién, s& khdm pha din din cdc thudc tinh ban chi't
cia khdi niém (nhd vao céc thao tic tw duy phan tich, so sanh, tdng hgp) thé hién trong cic
trudng hgp don 1&, cu thé dugc nghién citu. Tir d6, nhd vao thao tic khdi quat hod, tritu tugng
hod, hoc sinh trinh bay phdc thdo ban diu vé dinh nghia cla kh4i niém.

N6i cach khéc, hoc sinh ti€p xic v4i khdi niém, trude khi tim cdch dinh nghia né. Qua
quan sdt, phan tich cic trudng hdp don 18 ma hoc sinh hinh thanh (hay diéu chinh) cdc biéu
tuong vé& d6i tugng dugc phan dnh trong khai niém dé€ di dé€n xay dung dinh nghia.

N6i cach khic, khdi niém dugc tritu tugng hod khdi cdc dau hiéu don 1& cia céc tri gidc
riéng biét va biéu tugng, 13 k&t qua ciia khdi quat hod céc tri gidc va biu tugng nay.

Chii ¥ : Tén clia khai niém c6 thé dugc gido vién thong bio vio mdt thdi dié€m thich hop
(khong c6 dinh) : ngay tir dau, hoic sau khi hoc sinh nghién citu cic trudng hdp cu thé da
cho, ...

13 « Lic mot sy vat khong duge nhin nhin qua nhitng cdm gidc va hanh dong, ma vAn ggi nén su tdn tai clia né, tic
12 di hinh thanh mot bi€u tugng cla sy vat Ay. Mot thé gidi thit hai, thé gidi bi€u tugng xuit hién di d6i vdi thé gidi
clia cdm gidc va van dong (ca mit thdy, tai nghe, tay s&). VA tir d6, hoat dong clia con ngudi khong hoan toan 1&
thudc vao su ¢6 mat cu thé cda sy vat nita, ma cé thé vin dung nhitng hinh tugng clia sy vat sip di x&p lai trong
«dau 6c » clia minh, trudc va sau hanh dong cu thé. » (Tir dién tim 1i — Nguyén Khic Vién, NXB Vin héa Thong
tin, 2001).
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Nhu vay, muc dich chinh ctia budc nay la:

— Hinh thanh (hay diéu chinh) bi€u tugng vé khdi niém.

— Phét hién mot sd thudc tinh ban chi't cia khdi niém.

— Phéc thdo dinh nghia khai niém.

® Budc 2: Trinh bay dinh nghia chinh thiic.

Trén cd s& phéic thdo dinh nghia clia hoc sinh, gido vién t6 chifc cho ho tim cdch b
sung, hoan chinh, sau d6 trinh bay dinh nghia chinh thic cia khdi niém va cdc ki hiéu lién
quan.

e Budc 3: Ciing c6 va van dung khdi niém.

Cho cic vi du, phdn vi du va cdc bai tip cling cd khdi niém. Ngudi ta ciing c¢6 thé
nghién cifu cdc thudc tinh (tinh chi't) khic cda khéi niém (thudng dugc cho dudi dang dinh Ii,
hé qui, ...), hay c6 thé dua vao cdc van dé trong d6 khai niém dugc st dung nhu 14 cong cu
dé gidi quyét.

B S¢ do ho4 ti€n trinh:

Trong ti€n trinh nay, khdi niém xuAt hién chli y&€u nhuv 1a d6i tugng nghién cttu. N6 c6
cd ché& cong cu chi & nhitng thdi di€ém ma ngudi ta st dung né nhu 13 phuong tién d€ gidi
quyé&t cdc van dé.

Nghién ctu cic trudng hgp don
18 d€ :

— Phat hién mot s6 thuoc tinh [f---,
ban chit clia khdi niém.

— Hinh thanh (hay diéu chinh)
bi€u tugng vé khdi niém.

— Phdc thdo dinh nghia khdi
niém.

e IRRRR I

l —- @ Khdiniém ¢6 cd
ch€& doi tuong
Trinh bay dinh nghia chinh thitc
cua khéi niém
B Cling c6 ---
—————- ® Khai niém co
® Vin dung co ché& cong cu

B Vi du : Day hoc khédi niém « Him s6 lién tuc tai mot diém ».
e Budc 1:

+ Gidi bai todn : Cho cdc him sd sau
y =f(x) =x’ (1);

33



2x néu x#1

y=fo=1" @:
3 néu x=1
X néu x>1

y=1f(x)= . (3)
2 néu x<l1

D6i véi mdi ham s6 da cho, hay :

a. Tinh f(1).

b. Tinh lim f (x).

x—1
c. So sanh f(1) va liIIi’l f(x).
X—

d. V& phac d6 thi ctia ham s8. D6 thi nay c6 12 mot dudng lién nét khong ?

+ Phdt hién cdc thudc tinh bdn chdt (hinh thanh biéu tugng) :

Sau khi gidi bai todn trén, gido vién cho hoc sinh so sdnh dic trung clia cdc ham s6 da
nghién ctu, va thong bio : Him s thif nhat dude goi 12 ham sd lién tuc tai diém x = 1, cdc
ham s6 khdc goi 1a khong lién tuc tai 1 (hay gidn doan tai 1).

Huéng din hoc sinh néu 1én cédc thudc tinh ban chat ctia kh4i niém ham so lién tuc tai
di€m x = 1. Tir d6 bing khai quat hod d€ cé cdc thudc tinh ban chit cia khdi niém ham s6
lién tuc tai di€m x = X, va phéc thio dinh nghia khdi niém nay.

e Budc 2 : Trinh bay dinh nghia kh4i niém ham s6 lién tuc tai x, dudi dang kénh 15i nhu
trong sach gido khoa va dugi dang kénh hinh (t6m tdt dinh nghia).

e Buiéc 3 : Cho vi du minh hoa, cling c6. Nghién cttu mot s6 dinh li cho phép van dung
khdi niém ham s lién tuc vao viéc chitng minh sy ton tai nghiém cta phuong trinh, ...

B Vidu 2 : Day hoc kh4i niém « Hai géc ddi dinh » & 16p 7

e Budc 1 (lam viéc theo nhom)

- Pha 1 : Gido vién thong bdo « Céc ciip géc dudc ddnh s6 sau day 1a cdc géc doi dinh.
Hay nghién cifu va dé xuat mot dinh nghia : th€ nao 1a hai géc ddi dinh ? »

A et

- Pha 2 : Gido vién t6ng hgp, phan tich cAu trd 15i clia cdc nhém va cho bai todn mdi.

2

Bai todn : Trong cdc cip gbc ddnh diu sau diy, c6 cdc cip goc 1a cdc géc d6i dinh,
nhung ciing c6 cdc cip géc khong phdi 1a cic géc d6i dinh. Dya vao dinh nghia ma cdc em
vira cho, hdy gach bd nhitng cip géc khong phai la cic géc doi dinh.

Né&u cdc em thdy dinh nghia cii khong chinh xdc, thi ¢6 thé cho dinh nghia mdi, va ding
dinh nghia méi d€ 1am cong viéc trén.
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- Pha 3 : Gido vién thu lai c4c ciu trd 15i cda hoc sinh va cho phi€u thong bio k&t qua
ctia bai tap cho trong pha 2 (nhung khong gidi thich vi sao).

- Pha 4 : Hoc sinh xem xét lai dinh nghia cia ching d€ diéu chinh n&u th4y chua chinh

- Pha 5 : Hoc sinh tranh luan va thdng nhit mot dinh nghia.
Néu dé6 1a dinh nghia mong dgi thi gido vién chdp nhan

Ngugc lai, gido vién tim céch tdc dong (bing cdch dua vao cdc vi du hay phdn vi du
méi) d€ diéu chinh va di d€n dinh nghia mong ddi.

® Budc 2 : Néu dinh nghia chinh thiic ciia khdi niém.
e Budc 3 : Cho cdc vi du ciing cé luyén tdp, nghién citu tinh chdt khdc, van dung.
Ching han hai bai tip cling cd sau day.

— Baitap 1: V& géc xBy, dinh B, c6 s6 do bing 60°. V& géc doi dinh clia géc xBy.
bit tén cho géc d6. Hdi géc nay c6 s6 do biing bao nhiéu do ?

— Baitip 2 : Trong hinh sau, hdy chi ra tit cd cdc cip géc doi dinh.

B Nghién ciu bi€u tugng ban diu

Thong thudng trudc khi hoc mot khdi niém nio dé, ngudi hoc da cé nhitng biu tugng
ban diu vé ddi tugng dugc phan dnh trong khdi niém nay. Cic bi€u tugng nay dugc hinh
thanh qua ti€p xiic v6i nhitng tinh hudng trong thuc t€ cudc sdng, hay hoc tdp & nha trudng,
trong d6 khdi niém hién dién mot cich ngdm 4n. Chiing ciing c6 thé dugc hinh thanh qua cic
bai hoc chinh thifc vé& khdi niém. Ching han, trudc khi day hoc khdi niém parabol & bac
THPT, hoc sinh di c6 nhitng biéu tugng vé parabol tir 16p 9.
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Ciéc bi€u tugng ban dau nay c6 thé chua diy dd, tham chi sai 1éch, khong phit hop véi
cdi ma ta mudn day. Do d6, viéc hi€u dugc biéu tugng ban diu nay cla ngudi hoc trudc khi
day hoc khdi niém trd nén r't quan trong. Vi né cho phép chiing ta luwa chon va t& chitc mot
cdch thich hgp quy trinh day hoc kh4i niém nay. N6 cho phép bi€t dugc cdi ma ta cin diéu
chinh, cdi ma ta cAn cling ¢, cdi ta cAn b3 sung. Mit khic, né cho phép thich tng y dinh cia
ngudi day vao van dé ma ngudi hoc thuc sy quan tim.

DPé€ c6 dugc nhitng thong tin vé bi€u tugng ban dau nay, ta c6 thé :

— tham khdo cdc cong trinh nghién citu ¢6 lién quan dén khéi niém,

— hodc tg minh thyc hién cdc nghién ctu,

— hoic don gidn chi 1am mot vai thir nghiém trude khi ti€n hanh day hoc khai niém,

thong qua viéc dé nghi hoc sinh gidi mot sd bai tip, trd 18i mot s& cau hdi, ...

Vi du 1 : Tru6c khi hoc khdi niém d6i xitng truc & 16p 8, mdi hoc sinh di c¢é nhitng bi€u
tugng ban dau ndo d6 vé khdi niém nay, vi trong cudc séng hang ngay cidc em da ti€p xiic
vdi rat nhiu tinh hudéng trong d6 hinh dnh ddi xdng truc thé hién mot cich ngdm 4n (khong
dinh nghia).

Nghién cttu ctia Denis Grenier (1985) da dat dugc nhitng k&t qua kh4 thd vi.

Ba dé nghi hoc sinh 16p 6, Cong hoa Phdp gidi bai todn sau:

«Cho duding thing d va diém A nim ngoai d, nhu hinh vé& sau:

d

Dung di€m A’ d6i xitng clia di€m A qua dudng thing d. »

K&t qud : Nhiéu hoc sinh da cho cau tr3 13i nhu sau :

K&t qua nay cho phép duy dodn mdt trong cdc nguyén nhin clia biu tugng sai léch nay
vé phép do6i xing truc 1a : Trong cdc tinh hudng ddi xitng ma hoc sinh da gip, cdc truc doi
xting lu6n nim theo phudng thing ding. Do vy, biéu tugng sai 1éch trén sé& cang dudc cling
c6 néu trong day hoc, ta chi cho hoc sinh gip cdc tinh hudng tuong tu nhu vay, nhung né cé
thé dugc xod bd néu gido vién cho hoc sinh ti€p xic v6i cdc tinh hudng rit da dang, trong d6
truc d6i xitng c6 thé nim ngang, nim theo phuong thing ding, hoic nim xién.

Vi du 2: Trude khi day khdi niém hinh vuéng cho hoc sinh THCS, ta thuc hién mot test
sau ddy, ma n6 cho phép hiéu dudc phan nio bi€u tugng ciia hoc sinh. (Hoc sinh da tiép xic
vdi hinh vudng tir cap ti€u hoc).
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Trong s6 cac hinh sau, hdy t6 mau c4c hinh nao 1a hinh vuong

O

hinh :

[ ]

0O

- N€&u hoc sinh t6 mau cic

[]

thi ta c6 thé€ chdn doan bi€u tugng hinh vudng & hoc sinh nay nhu sau : P6 14 hinh ¢é bon géc
déu vudng, hinh dudc dit theo hudng “’thing”, sy bing nhau ciia cdc canh la khong quan

trong.

- Né&u hoc sinh t6 mau cédc hinh :

— <& U

thi ta chan do4n : Pdi v6i hoc sinh nay, hinh vudng 1a hinh c6 bon géc déu vudng.

Viéc nghién cttu cdc cdu trd 15i nay cho phép gido vién tinh d€n nhitng hinh s& dé nghi
trong budc mot clia con dudng quy nap, sao cho né cho phép lam thay ddi & hoc sinh nhitng
bi€u tugng ban diu sai léch va cling ¢d cc biéu tugng ding.

6.1.2. Con duong suy dién (Démarche déductive)
e Budc 1 : Phdt biéu dinh nghia khdi niém.

Khdi niém xud't hién ngay tir dau véi co ché doi tugng.

e Budc 2 : Cing cé va van dung khdi niém

Cho céc vi du minh hoa (hop thifc hod doi tugng, nghia 1a chi ra sy ton tai d6i tugng
thod dinh nghia) va phdn vi du cho phép lam rd thudc tinh ban chat cia khdi niém.

Cho céc bai tap cling ¢d hodc dua vao cdc tinh chat khdc clia khdi niém, cdc bai tip

van dung.

B So d6 ho4 ti€n trinh

Phat bi€u dinh nghia
khdi niém

|

<« ——- ®Khainiém c6 cd
ch& doi tuong

® Clng cd

® Vin dung

—————— ® Khdiniém c6 cd

ch€ cong cu

B Chii ¥ : Trong cd hai con dudng néu trén cla ti€n trinh P6i tugng— Cong cu, khdi
niém xué't hién trudc hét nhu ddi twdng nghién citu, sau dé6 né mdi dude st dung nhu 1a cdng
cu d€ gidi quyét cdc van dé (todn hoc hoic khong).
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Tuy nhién, trong thyc t& day hoc hién nay, thong thudng ching ta chi dirng lai & cAp do
« d6i tugng », nghia 1a chi di nghién cifu va cling c6 nhitng thudc tinh cla chinh ddi tugng,
ma khong cho né cd hoi hoat dong nhu cong cu. P6 14 modt nhuge diém clia cich day hoc
truyén thong, va xa hon 12 nhuge diém clia quan di€ém mudn tich rdi Todn hoc thuin tuy va
Todn hoc ttng dung.

6.2. Ti&n trinh « Cong cu — Poi tugng — Cong cu »

Tié€n trinh nay xud't phét tir hai quan niém c6 ngudn gdc khoa hoc luin :

— Trong lich st ndy sinh va phat trién clia cdc ddi tugng toin hoc, hiu hét cic khai
niém déu xuat hién trudc hét trong co ché€ cong cu ngdm An sau dé ching mdi c6 co ché ddi
tugng (dudc dinh nghia, dudc nghién citu cdc tinh chat, ...). Khi di c6 vi tri chinh thic cia
mot khdi niém todn hoc né lai dudc sit dung dé gidi quy&t cdc van dé khac (cd ché& cong cu
tudng minh).

— Trong todn hoc, « Bai todn », « Y tuwdng » vd « Cong cu » hinh thanh nén ba thinh
phan chii y&u clia hoat dong todn hoc, trong d6 : Bai todn 12 dong cd clia hoat dong, Cong cu
12 phuong tién gidi quy&t van dé, Y tudng 1a trung gian giita Bai todn va Cong cu. Trong mdi
quan hé nay, Bai todn can gidi quy&t déng vai trd mau chdt va Cong cu chinh 1A mAm mdng
clia doi tugng tri thifc mdi.

B Cic giai doan chi yé&u cia ti€n trinh « Cong cu — Péi tugng — Cong cu »

Trong viéc day hoc khdi niém, hai quan di€m trén dugc thé hién qua cic giai doan sau
day:

e Giai doan «Céng cu ngdm dn» : Gidi cdc bai todn

Trong giai doan ndy, vin dé 13 phdt hién va trinh bay cdc bai todn cin gidi quyét,
kham pha y tudng gidi, tr d6 xay dung céng cu gidi quyét bai todn va ti€n hanh giai.

Khii niém s& xudt hién mot cich ngdm &n trong giai doan nay nhu 13 cong cu gidi cc
bai todn. N6i cdch khic né thudng xudt hién nhu mot khdi niém tién toin hoc
(protomathématique: chua c6 tén, chua c6 dinh nghia).

e Giai doan doi tugng:

Neéu tén va dinh nghia khai niém; nghién cttu cdc thudc tinh, cdc tinh chit cd ban cia
khdi niém; hoat dong cling c6 buSc dau khai niém.

Trong giai doan nay, ta ¢c6 mot khai ni€ém todn hoc (da c6 tén, cé dinh nghia), n6 cé co
ch& béi tugng.

e Giai doan “cong cu tuong minh”:

St dung kh4i niém nhu 13 cdng cu d€ gidi quyét cdc bai todn khic nhau. Nhung khic
vdi giai doan 1, bay gid, n6é hoat dong nhu mdt cong cu 10 rang.

B So d6 ho4 tié€n trinh:
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Gidi cdc baitoan |[¢——————- ® Kh4i niém c6 cd ché

% cong cu ngam dn
Trinh bay dinh nghia f---,
khdi niém \«———— ®Khiiniém c6 cd ché
% | doi tuong
1
1
1
1

® Clng cO -

«——————- ® Khdi niém cé cd ché

® Vin dung . N .
- cong cu tuong minh

B Vidu 1: Day hoc khdi niém Pao ham ctia ham s6.

e BI. Giai doan céng cu ngam dn: Gidi cdc bai todn.

1) Van tdc trung binh (nhic lai)

Mot chi't di€m chuyén dong thing trén truc OS c6 phuong trinh 14 : S = f(t), trong d6 S

la quang dudng (tinh theo m) va t1a thdi gian (tinh theo gidy).
o A B S

| | » |

| | g

f(to) f(t)

f(t)—1(t,)
t—t,

Vibi = 12 van tdc trung binh — dai lugng bi€u thi @6 nhanh chim clia chuyén

ddng trong khodng thsi gian giita ty va t (hay trén quang dudng giita A va B).

e Cau hdi gdi van dé:

Pai luong nao biéu thi Ao nhanh chdm ciia chuyén dong tai chinh thoi diém t,?

2) Bai todn van tdc tdc thdi.

e Bai todn : Mot chi't diém chuyén dong thing trén truc OS c6 phuong trinh 1a: S = f(t)
Tim dai lugng bi€u thi dd nhanh chdm ctia chuyén dong tai chinh thsi diém t,.

o Y tubng:

f(H-1£(t,)

- cang biéu thi trung
o

+ Né&u khodng thdi gian giita t va t, cang bé thi vy, =

thuc hon dd nhanh chim cia chuyén dong tai thoi diém t,.
f(t)—f(t

— (né€u c6) chinh 1a dai lugng bi€u thi chinh x4c nhit 46 nhanh chim
t—t —

0
ctia chuyén dong tai thdi di€m t,.

f(t)—f(t
e (Cong cu: Nhu vay, dai lugng lim M

t—>t, t_t()

tr§ thanh cong cu cho phép xdc dinh do
nhanh chim ctia chuyén dong tai thai diém t,. Pai lugng nay dudc goi 1a « Van tdc tic thdi »

cia chuyén dong tai thdi diém t, (mot khai niém mdi ra ddi). Piéu nay din t6i dinh nghia
sau:
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f(t)-f
Pinh nghia: lim HORICY)

t—>t, t_to

thdi di€m ty, ki hiéu Vor(to).

(né€u c6) dudc goi la van tdc tic thdi cia chuyén dong tai

f(t)—f(t
N vay: Vg(ty) = lim O 1)
t—>t, t— tO

Vi du: Cho chi't di€m chuyén dong thing c6 phuong trinh 14 S = f(t) =2 - t

a) Tim van toc trung binh trong khodng thdi gian tir ty = 3s dén t; = 3,1s

b) Tim van tdc trung binh trong khodng thdi gian tir t, = 3s d&€n t; = 3,01s

c¢) Tinh véan tdc tifc thdi clia chuyén dong tai thdi di€m ty=3 (s). So sdnh v4i hai van

tdc trung binh trudc.
3) Bai toén ti€p tuyén clia dudng cong.
3.1) PBinh nghia
Cho dudng cong phing (C). M, 1a mot diém cd dinh trén (C). M 1a di€m di dong trén
(©).
—  DPudng thing MM, goi 1a cit tuyé&n ctia (C).
— Khi M di chuyén trén (C) vé M, n€u cit tuyén MM, ti€n t6i mdt vi tri gidi han
M,T, thi MyT dudc goi la ti€p tuyé&n clia dudng cong (C) tai M. M, goi 12 ti€p diém.

A
y M
f(x) ,
/
-
/I ,/, ///T
’ -
II ,/ g
// , -
!’y //
‘o -
M /// ///
01/~
f(x0) ‘
2
-
- , 1
»
»
0 X0 X X

e Cdu héi goi vdn dé : 1am sao xdc dinh dugc ti€p tuyén nay?
3.2) Hé s6 géc ciia dudng thing.
e Nhic lai : Trong mit phing toa do, cho dudng thing d c6 phuong trinh y = ax + b.

Khi d6 s6 a dugc goi 1a hé s6 géc clia dudng thing d. Ngudi ta chitng minh dugc a = tge,
trong d6 ¢ 13 géc hgp bdi dudng thing d vdi chiéu duong clia truc hoanh.

e Chii y : mdt dudng thing hoan toan xdc dinh khi bi€t mot di€m va hé s& géc. Nhu
vy, ti€p tuy€n tai M, hoan toan xéc dinh khi bi€t hé s& géc clia né.

3.3) Hé so gbc cia ti€p tuyén.

e Bai todn: Xdc dinh hé s6 goéc cha ti€p tuyén véi dudng cong (C) phuong trinh
y = f(x).

o Y tudng : Pudng cong (C) c¢6 phuong trinh 13 : y = f(x).

M, nam trén (C) = My(Xo; Yo) V61 yo = f(Xo).
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M di dong trén (C) = M(x ; y) v6iy = f(x).

Khi M — M, = Hé s6 géc clia cat tuyén MM, — hé s6 géc clia ti€p tuyén MT.

. f(x)-f
Hé s6 géc cia MM, 1a : tgop = M
X=X,
. . . f(x)-f
Viay hé s6 géc k cla ti€p tuyénla : k= lim M
X—)XO X—XO

f(x)-f
e (Congcu: lim M

X=X, X=X,

1a cong cu cho phép tim hé sd géc clia ti€p tuyén.

Vi du : Cho dudng cong (C) cé phuong trinh y = f(x) = x2.

a) Tim hé s6 géc clia ti€p tuyén vdi (C) tai diém M, c6 hoanh dd x, = 0.

b) X4c dinh ti€p tuyén cla (C) tai di€ém M, c6 hoanh dd x, = 73 V& ti€p tuyén nay.

Gidi:b)k=tgp= li 4 -3,
1ai : b) f2{() xiné 7 J3

2 X —7
k=43 =tgp== 3= ¢=060".
Phuong trinh ti€p tuyén (phuong trinh duding thing qua M, va c6 hé s6 géc k) 1a
3 3
VTR CONEY
y ( 5 ) 2
B B2. Giai doan doi tuong.

e oa . o fx)-f(x
e Nhian xét va néu khai niém : Gidi han lim M
X‘)Xn X_XO

la m6t cong cu cho phép giai

quyét rat hiéu qud cdc bai todn khdng chi trong todn hoc (xdc dinh ti€p tuyén, ...), trong vat
1i (van tdc tifc thdi, gia tdc, ...), ma trong nhiéu nganh khoa hoc khic, ching han trong ho4
hoc (nhiét dung ...). Chinh tim quan trong cia né, ma céc nha bac hoc di gdn cho gi6i han
nay mot cdi tén : Pao ham clia ham s6 y = f(x) tai diém x,.

e Néu dinh nghia, tinh chi't ctia dao ham, cdc quy tic tinh dao ham, cdc bai tip vé tinh
dao ham clia cdc ham s0.

(Nhu vay, khdi niém dao ham ndy sinh tir sy khdi qudt hod cdc giGi han dang

. f(x)—f(x
i £ =F(x0) |
X—>Xp X — XO

B B3. Giai doan tdc ddng nhu « cong cu tuong minh » - Ung dung cia dao ham trong
khdo sit ham s6, trong gidi gin ding phuong trinh, trong gidi quyét cdc bai todn clia vat
I ...

Chu ¥ : Trong thuc t&, cdc giai doan trén khong phai ludn ludn dude trinh bay mot cdch
lién tuc va tuyé&n tinh. Mot s& pha cia giai doan 2 va 3 c6 thé xen k& vao nhau, chit khong
phdi luon Iudn tdn tai ddc 1ap. Poi khi ching xudt hién & nhitng phan khdc nhau, & nhitng
cap do khdc nhau.

~ 2, N A 2 A 2 oA’ < 2 s °A ,
6.3. Tong két va nhian xét vé cac ti€n trinh day hoc cac khai niém toan hoc
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B Tao dong cd mé dau

Hoc sinh chi hoc tip mdt cdch tur gidc va tich cuc, khi ho cAm thi’y ¢6 nhu ciau va hitng
thd gidi quyét cdc van dé ditra.

Pé lam dudc diéu d6, can lam cho ho thdy ring minh dang thuc su thiéu hut kién thiic,
thdy dugc vai tro, ¥ nghia va lgi ich clia nhitng hoat ddng ma ho sip ti€n hanh hay cda doi
tugng ki€n thi'c mGi ma ho sdp linh hoi. Cdm gidc thi€u hut ki€n thitc cing véi niém tin vao
1gi ich ma ki€n thifc méi c6 thé mang lai s& 13 y&u td kich thich, gdi ra & hoc sinh dong co,
nhu ciu, hitng thi gidi quy&t vain dé hay tham gia vao hoat dong gidi quyé&t vain dé clia gido
vién. D6 chinh 12 budc « Tao dong cd md dau» (budc 0).

Céc ti€n trinh day hoc khdi niém |

A 4

DPoi tugng — Cong cu

v - !L
Quy nap Suy dién Cong cu — Ddi tugng —»
0. Tao dong co 0. Tao dong co Cong cu

1. Nghién cifu cdc 1. Trinh bay dinh 0. Tao dong co
trudng hp don 1€, || pohia khdi niém | | 1. Gidi cac bai todn (cong
phdc thdo dinh 2. Cling cd, vin cu ngdm An)
nghia khdi ni¢m dung khdi niém | |2. Trinh bay dinh nghia,
2. Trinh bay dinh nghién ctu céc tinh chat,
nghia kl}él ni¢m hoat dong clng cd khai
3. Cang c0, vin dung niém.
khdi ni¢m 3. Van dyng khdi niém vao
gidi cdc bai todn (cong
cu tudng minh)

Tao dong co nhu vay
nhdm t6i 1am cho nhitng muc tiéu su pham clia gido vién bi€n thinh muc tiéu clia c4 nhan
hoc sinh.
Trong mot ti€n trinh day hoc khdi niém, ta thudng bd sung thém budc « Tao dong
co md diu » nhur vy.
Vidu 1: Cé thé tao dong co cho viéc day hoc khdi niém cip s6 nhin bing cich xuit
phat tir bai todn thuc t&€ sau day.
« Mot ngan hang quy dinh nhu sau vé viéc gti tién ti€t kiém ki han mot thang :
— Laisuatki han mot thing 1a 0,4%.
— Khi két thdc ki han gt tién ma ngudi glti khong d€n rit tién thi toan bd sd tién (bao
gdm cd von 14n 13i) s& dugce chuyén gii ti€p cho ki han mot thang ti€p theo.
Em hdy giip ngdn hang ndy bing cdch tim mdt cong thitc cho phép nhan vién cla ho
tinh that nhanh t8ng s6 tién (bao gdm cd von 14n 14i) cin trd cho mdt khach hang bat ki, biét
ring :

' Tham khdo chi ti€t khdi niém « Ggi déng cd » trong Nguy&n B4 Kim (2004).
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— Khdéi dau khdch hang ndy gti vio so tién 1a N dong.

— Khédch hang da gii trong thdi gian n thdng.

— K& tir ngay glii cho dén thiang thi n ndy, ddy 12 1an diu tién khach hang t6i rit

tién.”

Bai todn nay khong chi cho phép tao dong cd dua vao khdi niém cip sd nhian, ma con
ca dinh 1i vé& tdng n s6 hang diu tién clia nd, du ring & thdi di€m tao dong co hoc sinh chua
thé gidi ngay dugc bai todn.

Vi du 2: Dung cidc nghich 1i @€ tao dong co di vao nghién citu khai niém giGi han
(Tham kh3o Lé Vin Ti€n, 2001).

B Nhin xét:
a) Tié€n trinh Pdi tugng — Cong cu.
e Con dudng quy nap

Uu diém : Truc quan, phit hgp v6i con dudng nhén thite : “T¥ tric quan sinh dong, d€n
tw duy tritu twgng va tr tv duy tritu tugng dén thyc ti€n, dé 12 con dudng nhan thitc chan 1i”.
Do d@6 d& hi€u hon d6i vdi hoc sinh. Cho phép rén luyén cic thao tic tu duy (phan tich, so
sanh, tong hdp, khdi quat hod, triru tugng hod, ...), phat trién khd ning quan sat. Phit hop véi
ddi tugng hoc sinh trung binh, y&u. Né&u t§ chifc tot, d& phat huy tinh tich cuc hoat dong cia
hoc sinh.

Khuyét di€m : ton nhiéu thdi gian.

e Con dudng suy dién

Uu diém : Ngin gon, o rang, sing sia va tiét kiém thdi gian. Gido vién dé lam chi
ti€n trinh day hoc.

Khuyét di€m : Khdi niém dugc trinh bay dugi hinh thitc phi hoan cidnh hod, phi c4 nhan
hod, phi thdi gian hod. Do d6, né chi mang nghia hinh thitc. Hoc sinh khdng thdy dudc ngudn
gdc ndy sinh va hinh thanh kh4i niém. Khé hi€u d6i vdi hoc sinh trung binh va y&u. Khé phat
huy dugc tinh tich cuc hoat ddng va tinh sdng tao ctia hoc sinh. Khé cé diéu kién phdt trién
cdc ning lyc tri tué chung nhu phan tich, tdng hdp, so sanh, khdi quat hod, ...

b) Ti&n trinh Cong cu — Pai tugng — Cong cu

Uu diém : Hoc sinh thdy dudc con dudng va 1y do ndy sinh ctia khai niém. Do d6 ho c6
hing thd hon trong hoc tdp va d&é dang nim dugc nghia clia khdi niém. Hi€u sdu hon bin
chi't clia khdi niém. C6 nhiéu khd ning phat trién ning lyc va pham chat tu duy. Phit hgp vdi
moi d6i tugng hoc sinh. Pic biét, n€u cdc bai todn, cdc tinh hudng dude chon va t§ chitc day
hoc m6 phdng dugc phan nao lich s, nghia 12 phdn 4nh dugc phian niao con dudng ndy sinh
va phét trién cla khdi niém trong lich st, thi diéu niy tao thuin 16i cho viéc hinh thanh thé
gi6i quan duy vat bién chiing & ngudi hoc. Cé di€u kién phdt trién cdc ning lyc va phim
chat tw duy: Tich cuc, doc lap, sdng tao ...

Khuyét diém: t6n nhiéu thdi gian, cong sitc clia thay va tro.

B Luu y: Trong thuc t&€, khong phdi lic ndo cling chi ding doc nhdt mot ti€n trinh day
hoc cdc khdi niém. Ma cin c6 sy k&t hdp hai hoa giita ba ti€n trinh. Viéc ding mdt ti€n trinh
nao dé phu thudc vao nhi€u y&u td : trinh d6 hoc sinh, diéu kién thdi gian, dic trung clia khdi
niém, ...
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7. Hoat ddng ciling c¢é budc dau khai niém

Viéc cing cd khdi niém 13 mot qua trinh 1au dai, c6 thé trdi qua nhiéu giai doan, cidp
dd khdc nhau, k€ ca khi dinh nghia khédi ni€ém va khi vin dung khdi niém nhu 1a cong cu
(ngdm 4n hay tudng minh) dé€ gidi quyét cdc van dé khic.

Tuy nhién, ngay sau khi dua vao dinh nghia khdi niém, rat can thi€t gitip hoc sinh cling
¢6 bu6c dau khdi niém biing cdch cho ho tap luyén mdt s6 trong cdc hoat dong sau diy:

— Phan tich cdc thudc tinh ban chat cia khai niém.

— Nhin dang va thé hién khdi niém.

— Xay dung thuat todn (algorithme) nhan dang khai ni€ém ...

Cic hoat dong nay lién quan mat thi€t véi nhau, hd trdg nhau va c6 thé xen k& nhau.
a) Phén tich cdc thujc tinh bdn chdt va thudc tinh ddc trung ciia khdi ni¢m

Tru6c khi day hoc mot khdi niém, gido vién cin nghién cttu cau tric logic cia dinh
nghia dé hi€u dudc cic thudc tinh ban chit va dic trung cla khai niém. Tir &6 c6 bién phap
thich hop 1am cho hoc sinh nim vitng cdc thudc tinh nay bing nhiéu cich khac nhau. Ching
han,

— Poc lai nhiéu l1an dinh nghia,

— Néu tdch bach tirng thudc tinh bin chat clia khai niém, thé hién trong dinh nghia,
— Viét dinh nghia du6i dang kénh hinbh, ...

b) Hoat dong nhin dang va hoat dpng thé hién khdi niém

e Nhin dang mot khdi niém 12 kiém tra xem mdt d6i tugng dd cho c6 thudc tinh dic
trung clia khdi ni€ém d6 khéng ?

Trong hoat dong nay, gido vién nén dua ra cdc vi du va phdn vi du rit da dang. Pic
biét, cdc phdn vi du d6ng mot vai trd rat quan trong cho phép nim virng hon cdc thudc tinh
ban chi't va thudc tinh dic trung cla khdi niém.

e Thé hién mot khdi niém 13 tao ra cdc ddi tugng ¢ thudc tinh dic trung dudc phdn 4nh
trong khdi niém.

Vi du : Xét cdc khdi niém ham sd chin, haim s 18.
— Hoat dong nhan dang :
“Trong cdc ham s6 sau, ham s6 nao la ham sé chdn, ham s6 nao la ham sé'1é :

(1)y =Ig(x + Vx> +1) (2) y = sinx — cosx

Vad+X—~+4-X

@)y =xx’ +x @y=—i"—
(5)y = XVX® +4x+4
Y x+2] '

— Hoat dong thé hién :

Cho vi du vé mdt ham s 18, mdt ham s& chdn vd mot ham sd khong chdn khong 18.
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Nhu vay, nhan dang va thé hién 13 hai ki€u hoat dong trai ngudc nhau. Nhung lién
quan mat thi€t véi nhau va thudng 16ng vao nhau. Hoat dong “thé hién” mot khdi niém da
bao ham trong d6 hoat ddng “nhan dang” vdi tu cach 1a hoat dong ki€m tra. Ching han trong
vi du néu trén, trudc khi trinh bay chinh thitc mot vi du v& ham s6 1é (thé hién), ta phai kiém
tra lai xem ham sd vira dua ra c6 thod min cdc tinh chat dic trung clia ham s& 1& khong
(nhdn dang).

¢) Xay dung thudt todn (algorithme)” nhdn dang khdi niém

Hai trong cdc 1di ich cua viéc xay dung va van dung thuit todn nhin dang khdi niém

N

la :

— Cho phép hoc sinh nim vitng hon cédc thudc tinh bdn chat va thudc tinh dic trung

cua khdi niém.

— G6p phan hinh thanh va phét trién tr duy thuit todn, vin hod thuit todn.

Thuit todn nay c6 thé dugc md td bing 15i, bing cdch néu Ién vi nhdn manh cic viéc
cAn thyc hién, thi ty thuc hién d€ nhan dang mot khdi niém. Trong trudng hop cé dd thdi
gian va co hoi, c6 thé trinh bay né dudi dang tudng minh hon, nhu trong vi du sau.

Vi du: Thuit todn nhin bi€t khai niém ham sé lién tuc tai mot diém.

B Cho du6i hinh thitc ngdn ngit ty nhién (bdng chi din cdc budc can thyc hién) :
*Budc 1 : Xét xem y = f(x) c6 xdc dinh tai x, khong.

— N&u khong, két luan f(x) khong lién tuc tai x,.

— NE&u cé, tinh f(x,) va di ti€p budc 2.

* Bugc 2 : Tinh lim f(x).

X=X

— Né&u khong ton tai gidi han hitu han lim f(x) , k&t luan f(x) khong lién tuc tai x,.

—  NE&u cé, di ti€p budc 3.
* Bude 3 : Xét xem lim f(x) = f(xq) ?

XA)XO
— Né&u khong, két luan f(x) khong lién tuc tai x.
— N&u cé, két luan f(x) lién tuc tai x,.

B Cho dué6i dang sd d6 khdi.

155 day, tir “Thudt todn” dudc hiu theo nghia rong (tham khio phin C, chuong 4)..
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y=1f(x);x=%p

Y

f(x) xdc dinh
tai Xo

- f(x) khong lién
tuc tai xo
+
lim f(x) = f(x,) -
X*)XO

A4
K&t
f(x)lién tuc tai x, >\ thic

8. Day hoc phan chia va hé thong hoa khai niém
8.1. Phan chia khai niém la gi ?

Ta n6i mdt khdi niém c6 ngoai di€n A dugc phin chia thanh cdc khdi ni€ém ching c6
ngoai dién tuong tng 12 A,, A,,... A, khi cdc diéu kién sau dugc thod man :

- Aj#0,i=1,2,...,n

- AiﬁAj=d)né’ui¢j.

- UA, =A.

i=1
B4t cif mot sy phin chia nao ciing phai dua trén mot tiéu chuidn (ddu hiéu) théng nhait.
N6i cach khic phai c6 co s§ d€ phan chia.
Vidu :

— N&u duya trén dau hiéu “cé it nhat hai cach song song vdi nhau” thi khdi niém td
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gidc 10i dugc phan chia thanh hai loai khdc nhau : Hinh thang va nhitng t& gidc 10i
khong 1a hinh thang.

— Khi ta n6i, hAm s& ¢6 hai loai : Him s6 chin va ham s6 khdng chin (trén mién xdc

dinh ctia né), thi ta da thuc hién phin chia kh4i niém ham s6 theo tiéu chuin “tinh
chin ctia ham sd trén mién x4c dinh ctia nd”.
Ta khong thé phén chia 16p cdc ham s thanh ham s& chin va ham s& 1é (dwa vao
tinh chdn hay 1é cia ham s6), vi phian chia nay vi pham ca diéu kién 3 va diéu kién
2. Qud thyc, c6 nhitng ham s& khong chin khong 1é va c6 nhitng ham s6 vira chin
lai vira 18.

— Phuong trinh da thiic mot 4n c6 thé phin chia thinh: Phudng trinh bac nhit, phudng
trinh bac hai, phuong trinh bac 3, ... Tiéu chuin clia phan chia nay 1a “Lu§ thira cao
nha't clia 4n s6”.

Phan chia mot khai niém thudng dugc thuc hi€n theo hinh thitc nhi phan (phép nhi phan).
Cu thé, dua vao diu hiéu ¢, theo phép nhi phan mot khai niém A dugc phan chia thanh hai
khdi niém ching c6 ngoai dién A;, A, thod madn 3 diéu kién dd néu & trén (ta ndi, hai kh4i
niém chling c6 quan hé mau thuin nhau). Mot khai niém chiing c6 thudc tinh @, kh4i niém thit
hai khong c6 thudc tinh nay (xem hinh dudi day). Ching han, trong vi du trén, chi hai trudng
hgp dau 12 dugc phan chia theo phép nhi phan.

_-»Khong c6 ddu hieu p

————— » C6 dau hieu p

Néu thyc hién lién ti€p nhiéu phép phan chia khdi niém, ta s& c6 mot hé thong cic
phin chia. Hé thng nay md t4 mdi quan hé chiing loai giita nhi€u kh4i niém khic nhau.

Vi du : Sd dd sau minh hoa mdt hé thdng phin chia theo phép nhi phan (dong chit nim
ngoai & chi dadu hiéu phan chia tuong @ng).
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Tu giac

[
C6 hai canh song

y A

T gidc khong Hinh thang
I1a hinh thang 1
Hai g6c ddy bing nhau
A
Hinh thang khong can Hinh thang can

|
C6 mot géc vudng

v

Hinh thang, khong chif nhat Hinh chir nhat
[

Hai canh ké biing nhayl

v

Hinh chit nhat, khong hinh vuong Hinh vudng

Chd ¥ ring viéc phan chia theo phép nhi phan din dé€n hai kh4i niém chiing c6 quan hé
mau thuidn nhau, nhung thong thudng ta chi quan tAm nghién cifu mot trong ching (ching
han, trong so dd trén hinh thang dudc phan chia thanh hinh thang cAn va hinh thang khong
can, nhung ta chi trong vao hinh thang cin). Mdi khdi niém chiing nay, d&€n lugt né lai c6
thé c6 nhitng phan chia khdc nhau. N6i cdch khéc, ta ¢6 thé thuc hién mot phan chia “da giai
doan”. K&t qud 1a tao nén mot ho cac khdi niém.

Mit khdc, mot khai niém c6 thé dugc phan chia theo nhiéu tiéu chuin khic nhau.

Vi vay, trong day hoc, d€ hoc sinh nim dugc quan hé gitra cdc khdi niém, ta thudng hé
thong hod quan hé chiing — loai gifta chiing theo mdt ciu tric “da giai doan”. Trong do, véi
mdi budc phan chia theo phép nhi phin, ta chi trinh bay mot khdi niém chiing, kh4i niém thit
hai 12 ngdm 4n. Piéu nay cho phép don gidn hod ciu tric phan chia va do d6 l1am rd hon
quan hé gitta cdc khdi niém da dugc hoc.

Thyc hién mot sy phin chia da giai doan nhu vay chinh 12 hoat dong hé thong hoa cac
khai niém.

Vi du : So @ sau (Hinh hoc 8, NXB GD 1999, tr. 51) thé hién mdt hé thdng phan loai
da giai doan.
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2 canh song song :

2gbcddy / | ~_  2canhbén
bang nhau/// 1¢6 1 géc vudbng \\\song song
A7 v A
/ \ \ / ;\ 2 canh ké
J [ — \\ biing nhau
2 2 \\ // |
c61géc '\ ‘//c(') 1 géc
vudng vudng
N /
A /
2canhke N /'¢6 1 gbe
biing nhau A ¥

vudng

Ghi chid: Cdc dong chit di kém chi ddu hiéu phin chia tuong tng.
8.2. Vai tro cuia day hoc phan chia khii niém

Day hoc phén chia khdi niém khong chi 1a gidi thiéu cho hoc sinh nhitng hé théng phan
chia da c6 sin, di ring hi€u va nhé dugc hé thong phin chia nay sé gép phan hiéu va nim
vitng hon cdc khdi niém c6 lién quan. Van dé c6t y&u 1a S chifc cho hoc sinh ti€n hanh chinh
hoat dong phan chia nay, khong chi khi 6n tip mot chuong, 6n tip modt phan, ma véi moi co
hdi c6 thé. Ching han, nhan day hoc mot khai niém mdi ndo d6, ta cé thé dinh vi né so vdi
mot s6 khdi niém da hoc trude dé.

e Nhiéu cdng trinh nghién cifu da ching td ring viéc nim virng dinh nghia cia mot khai
niém khong dd cho phép nim virng khai niém dé. Ngudi ta chi c6 thé hi€u ding ban chat
ctia khdi niém khi nim vitng hoat dong ciia né, bao ham ddng thdi cdch dua khdi niém vao
mot pham vi ndo d6, hinh thifc thé€ hién va cdch t8 chitc cda khdi niém trong pham vi nay,
dic biét la cdch st dung khdi niém nhu 1a cong cu gidi quy€t cdc bai todn va céch tdc dong
ctia khai niém vdéi cac khdi niém khac khdng chi trong pham vi dang xem xét, ma ca trong
cac pham vi khéc.

Nhu vy, viéc day hoc mdt khdi niém todn hoc bao ham ca viéc lam rd mdi quan hé
clia né véi cac khai niém khdc, trude hét 1a cdc khdi niém c6 quan hé chiing - loai va thudc
pham vi todn hoc. Piéu nay cho phép 1am s4dng té hon ndi him va ngoai dién clia khdi niém
dang xem xét.

Chinh trén quan di€ém niy ma phin chia khdi niém 12 mot trong cdc hoat dong cho
phép 1am 1o hon cdc mdi quan hé gitta cdc khdi niém c6 quan hé ching — loai nhu vay.
Ngoai ra, né ciing cho phép phat trién tu duy logic cho hoc sinh.

e Nim vitng cdch phin chia khdi niém ciing gitip cho viéc gidi cdc bai todn dung hinh,
bai todn quy tich, bai todn bién ludn theo tham s, bai todn chitng minh biing phin chitng,...
mdt cdch chinh x4c va day dd, khdng bd sét trudng hop.
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Cau hoi va bai tap
1. Khdiniém « Otd » 1a:
a) Ban than tir Oto.
b) Pinh nghia ctia tir Oto.
¢) Tap hdp ti't cd cdc Oto tdn tai trén thé gidi.
d) Tap hdp ti't cd cdc thudc tinh ma ti't ca cic Ot déu c6.
e) Tu tudng vé Ot6 ma mdt ngudi nao dé c6 trong diu ctia minh.
f) Tu tudng chung vé& mot 16p cic d6i tugng c6 tén Oto.
g) Ban than chi€c Oto.
Hay chon ciu tra 151 thich hgp.
2. Phén tich cdc y ki€n sau day :
— Thudc tinh ban chit ciia mot khdi niém 12 mot phan cla thudc tinh dic trung clia khai
niém do.
— Mot khainiém c6 thé c6 nhiéu thudc tinh dic trung khic nhau.
— C6 thé liét ké hét tat ca cdc thudc tinh ban chat cia mot khdi niém.
3. L4y vi du vé khdi niém todn hoc &€ minh hoa khing dinh : Noi ham cing rong thi ngoai
dién cang hep, ndi ham cang hep thi ngoai di€n cang rong.
4. Vi€t cau tric logic cia dinh nghia cdc khdi niém sau : Cap s6 cong, Him s6 chin 1&, Hai
dudng thing chéo nhau.
5. Viéc nim vitng ciu tric logic cia mot khdi niém c¢6 1gi ich gi cho viéc day hoc khdi niém
dé ?
6. Khi gidi baitap:

x> —16

e e . —  néux=#4 ., .. .
«Xét tinh lién tuc cda ham s f(x) = { x—4 trén mién xdc dinh cta né. »
8 néux=4

thi kh4i niém Ham s6 lién tuc tai mot di€m hoat dong vdi co ché cong cu hay ddi tugng ?

7. Cho mdt tinh huéng trong d6 c6 mot khdi niém todn hoc hoat dong vé6i cd ché cong cu.

8. Cho vi du vé céc hinh thitc thé hién khdc nhau ctia khdi niém.

9. Trinh bay nhitng khdc biét cd bdn nh4t giita ti€n trinh P&i tugng — Cong cu va ti€n trinh
Cong cu — Ddi tugng — Cong cu.

10. Vi sao trong budc 1 « Gidi cac bai todn va phac thao dinh nghia » ctia con dudng quy nap,
khdi niém lai hoat dong véi cd ché& ddi tugng?

11. Trinh bay vai tro cla gido vién va hoc sinh trong budc 1 « Gidi cdc bai todn va phac thdo
dinh nghia » cta con dudng quy nap.

12. Phan tich y ki€n cho riing c¢6 thé ti€n hanh day hoc mot khdi niém todn hoc theo ciing
mot con dudng (quy nap hoic suy dién) nhung c6 thé c6 nhiéu lya chon phuong phap day
hoc khac nhau.

13. Néu khdi niém c6 ddng nghia vdi trinh bay dinh nghia khdi niém hay khong?
14. Trinh bay vai trd va y nghia clia viéc nghién citu biéu tugng ciia hoc sinh trudc khi day
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hoc mot khai niém.

15. L&y vi du minh hoa d€ chi 16 ring dii chua dudc hoc vé mdt khdi niém nio d6, nhung hoc
sinh d3 c6 nhitng bi€u tugng ban dau vé né.

16. Tir g6c do ctia phuong phap day hoc tich cuc, hdy phan tich cdc ti€n trinh va con dudng
day hoc kh4i niém todn hoc. (trong diéu kién nio, véi phuong phip day hoc nio, ... thi
viéc 4p dung ti€n trinh ndy mdi thé hién tinh than cta day hoc tich cuc ?).

17. Xay dung mot phuong dn day hoc cdc khdi ni€ém sau day:

—  CAp s6 cong; Ham sd lién tuc tai mot di€m; Gidi han cia ham s& (Pai sd va giai tich
11).

— Ham s&; Him s& chdn va ham s6 1&; Phuong trinh hé qua (Pai s6 10).

— Hai vectd bang nhau (Hinh hoc 10).

— Hai duong thing song song va hai dudng thing chéo nhau trong khong gian; Pudng
thing vudng géc véi mit phing (Hinh hoc 11).

— Parabol (Hinh hoc 12).

18. Phan biét hoat dong cling ¢d khdi niém va hoat dong van dung khdi niém.

19. Phin tich y ki€n cho ring hoat dong thé hién mot khdi niém di bao ham trong né hoat
ddong nhan dang khai niém.

20. Mot sinh vién cho algorithme nhan bi€t khdi niém ham s6 1& nhu sau:

B1) Tim mién xdc dinh D
B2) Néu Vxe D ma —x e D, thi qua budc 3
Néu Vx € Dma —x ¢ D, thi két luan f(x) khong 1a ham s6 18.
B3) N&u f(-x) = -f(x) v6i Vxe D, thi f(x) 12 ham s6 18
N&u f(-x) # -f(x) v6i Vxe D, thi f(x) khong Ia ham s 18.”
Hay phén tich phuong dn trén cla sinh vién.

21.Phan tich sy khdc biét va sy tuong dong gifta hoat dong tao dong cd va hoat dong tao tinh
hudng goi van dé trong day hoc phat hién va gidi quyét van dé.

22.Cho vi du vé mdt bai todn (dung hinh, quy tich, chitng minh phdn ching hay bién
luin, ...) ma viéc khong nim vitng cdch phan chia khdi niém s& din dé€n sai 1am trong
bai giai.

23. Hé thong hod cdc phép bi€n hinh trong chuong trinh todn phd thong.

24. Cho mot hé thong phan loai khdi niém s6 trong chudng trinh todn phd thong.
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B. Day hoc dinh li todan hoc

1.Pinhlila gi ?
Trén phuong dién tri thitc khoa hoc, dinh 1 dugc hiéu 1a :

“Mot ménh dé todn hoc, ma chdn li ciia né dugc khdng dinh hay phii dinh qua chiing
minh.” (T dién todn hoc, NXB Khoa hoc va Ky thuat 1993).

“Ménh dé todn hoc da dugc chitng minh.” (Le Petit Larousse, NXB Larousse —
Bordas 1999).

Khéc véi cap do tri thitc khoa hoc, trong day hoc todn & trudng phd thong, dinh 1i dugc
hi€u 12 mot ménh dé di dugc chirng minh 1a dung.

o) bac THCS, modt mit vi khdi niém chitng minh xuat hién sau khadi niém dinh li, mit
khéc vi rang budc ctia phat tri€n tim i Itta tudi & hoc sinh ma khdi niém dinh 1i thudng dugc
dua vao theo ki€u phd bay (par ostension), ching han :

“Tinh chdt “Khodng cdch tir trung diém ciia doan thdng dén méi diu doan thding
bdng mita dé dai doan thdng doé” duogc khdng dinh la duing, khong phdi bdng do dac
truc tiép ma bdng suy ludn. Mot tinh chdt nhu thé goi la dinh 17 (Hinh hoc 7, NXB
GD 1987).

—  “Tinh chdt “Hai géc doi dinh thi bing nhau” duoc khdng dinh la diing trong moi
truong hop. D€ c6 mot khing dinh nhu vy, ta khong thé do truc tiép ma phdi suy ludn.
Ta goi mét tinh chdt dugc khding dinh la diing bang suy ludn la mot dinh 1i > (SGK thi
di€m Toén 7, 2001).

Néi chung trong chuong trinh todn & trudng phd thong, cic dinh 1i thudng duge dua vao
mdt cdch twdng minh, nghia 1a xut hién rd rang dudi mot cdi nhin « Pinh i ». Nhung ciing
c6 nhitng ménh dé c6 co ché ctia mot dinh 1i (nghia 13 dugc chitng minh 13 ding), nhung lai
khong dugc néu thanh dinh 1i. Ching han, cdc cong thitc Iugng gidc nhu cong thitc cong, cong
thitc bi€n ddi tong thanh tich, ...

o) day, ta trinh bay viéc day hoc mot ménh dé c6 cd ché ciia dinh li, dit n6 c¢6 dudgc néu
thanh dinh li hay khong.
2. Yéu cAu ctia day hoc dinh li § trugng phd thong

Nhin vao sd dd ciu triic hé thdng khoa hoc todn hoc néi chung va todn hoc & trudng
phd thong néi riéng (xem muc 2.2 cia phdn « Day hoc khai niém todn hoc ») ta thdy, cling
vdi khdi niém, dinh 1i 12 mdt doi tugng mau chot cda day hoc todn hoc.

Viéc day hoc dinh li § trudng phd thong nhim dat tdi cdc yéu ciu sau day:

a) G6p phan lam cho hoc sinh thdy dugc nhu ciu rdi khdi Hinh hoc quy nap — thuc
nghiém'® ma ho di ti€p xic trude 16p 7 va tinh cin thi€t diing d&n suy luin va ching minh
dé xay dung mot Hinh hoc suy dién, thi'y dudc ring suy ludn va chitng minh 12 mot dic trung

'® « Hinh hoc quy nap — thuc nghiém » 1a cach goi tit ctia Hinh hoc trong d6 cédc d6i tugng ki€n thitc dugc hinh thanh
qua thyc nghiém (quan sit, do dac, gop hinh,...). Con trong « Hinh hoc suy dién » chiing hinh thanh nh& vao suy luan
dién dich.
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co ban clia todn hoc, mot y€u t& quan trong trong phuong phdp ti€n hanh cdc hoat dong todn
hoc.

b) Hinh thanh va phat trién & hoc sinh ning lyc suy luan va chitng minh, bao gdm cic
ning lyc : Hi€u dugc chitng minh, soan thio dudc chitng minh, tim tdi chitng minh, ddnh gid
dudc ching minh, ...

¢) Lam cho hoc sinh nim dugc mot hé thong cdc dinh 1i co bdn v mdi quan hé giita
chiing. C6 ki ning van dung cdc dinh 1i vao viéc gidi quyét cdc van dé clia todn hoc, clia
khoa hoc khdc hay ctia thyc tién.

Tuy theo cAp d6 16p ma tAm quan trong cta mdi yéu ciu c6 thé thay ddi. O bac THCS,
yéu cau thit nhdt déng mot vai trd dic biét quan trong, nhi't 1a khi hoc sinh méi bit diu ti€p
cin v6i chitng minh. Trong khi & bac THPT, yéu cAu nay lai ¢c6 phin gidm nhe so véi hai yéu
cau sau.

3. Tié&n trinh day hoc dinh li § trudng phd thong

3.1. Tié€n trinh: Thyc nghiém / Suy luan

Ti€n trinh nay dya trén quan di€m cho ring hoat dong thuc nghiém (quan sit, do dac,
md mim, du dodn, ...) va hoat dong nghién ctu li thuyét chi 12 cic thdi di€m khac nhau cda
hoat dong todn hoc (trong nghién ctu cling nhu trong day hoc todn). Nghi€n cttu thuc nghi€m
va nghién citu li thuy&t c6 mdi quan hé bién chiing khong thé tach rdi. Vi th&, phat trién kha
ning thuc nghiém ciing c6 vai trd quan trong nhu phét tri€n cdc ning luc tu duy, kh3 ning
suy luén, tri tudng tugng, ...

Chinh vi quén triét quan di€ém nay ma chuodng trinh mon toin THPT, 2003 ctia Cong
hoa Phap néu o :

“Cdc kha ndng thuc nghiém, suy ludn, tuong tuong, phdn tich danh gid phdi dugc phdt
trién dong thoi : trinh bay mot van dé, du dodn vé két qud, thic nghiém trén cdc vi du, thiét
lap mot chitng minh, vén dung cdc céng cu li thuyét, trinh bay loi gidi, kiém tra két qud dat
dugc, ddanh gid tinh thich ddng ciia chiing so vdi vén dé ddt ra chi la nhitng thoi diém khdc
nhau ctia cung mdt hoat dong todn hoc”.

§ Viet Nam, theo truyén thdng, ching ta thudng nhdn manh trén mit suy dién clia todn
hoc, coi nhe mit ng dung cla né va vi thé€ thudng coi nhe kha ning quan sit, so sinh, mo
mam, du dodn, phan tich phé binh, ... P& khic phuc khi€m khuyét nay, chuong trinh todn
THCS hién nay dd phan ndo dé cip d€n mot cich tudng minh mot vai yé&u td clia hoat dong
thuc nghiém:

“Reén luyén khd ndng suy ludn hop 1y va hop logic, khd ndng quan sdt, du dodn. Phdt
trién tri tudng tuong khong gian. Ren luyén khd ndng sit dung ngén ngit chinh xdc, boi duong
cdc phdm chét ciia tw duy nhu linh hoat djc ldp va sdng tao” (Chudng trinh THCS mon todn,
NXB GD 2002, tr. 13).

“Ddc biét, cdc kién thitc hinh hoc dugc trinh bay theo con duong két hop triuc quan va
suy dién. Bdng do dac, thuc hanh, gdp hinh ... Hoc sinh du dodn cdc su kién hinh hoc va tiép
cdn vdi cdc dinh li ” (Sach gido vién Toan 7, NXB GD 2003, tr. 11).

53



Day hoc todn & trudng THPT ciing 12 ¢d hoi d€ hinh thanh va phdt trién kh3 ning thuc
nghiém cho hoc sinh.

Dic biét, viéc quén triét quan diém thuc nghiém trong day hoc dinh li thé hién 16 nét
nha't trong ti€n trinh day hoc Thuc nghiém / Suy luin, dugc md td qua cdc budc sau day.

Ciéc buéc cua tién trinh Thyc nghiém / Suy luin:

Buédc 1: Nghién citu thuc nghiém qua cdc vi du, cdc déi tuong cu thé (sé, hinh, do
thi, ..).

Budc 2: Phéng dodn (phdt hién mot ménh dé).

Buiéc 3: Bdc bé hay khdng dinh phéng dodn.

Budc 4: Phdt biéu dinh li (néu ménh dé phéng dodn dwoc chitng minh la diing).

Budc 5: Ciing c6 va van dung dinh 1.

Chi y: Budc 3 déng mt vai trd quan trong trong su ndi k&t bién chitng giita nghién ctru
thuc nghiém (buéc 1) va nghién cttu 1i thuy€t (suy ludn & budc 3). Tuy nhién, tuy theo trinh
dd hoc sinh va dic diém cda dinh 1i, d6i khi budc 3 dugc bd qua. Ngudi ta thira nhan tinh
ding d4n clia phdng dodn va trinh bay ngay dinh Ii.

Vidu 1: Day hoc dinh 1i vé “S& hang téng quat clia cAp s6 nhan”.

e Budc 1: Sau khi di néu dinh nghia c4p s& nhan, gido vién yéu ciu hoc sinh biéu dién
u, qua uj, uz qua u;, uy qua u;.

e BuGc 2: Yéu cAu hoc sinh nhin xét cic két qua dat dugc d€ phdng dodn vé cong thitc
bi€u dién u, qua u; 12 : u, = u;.q" "' Gido vién nhadn manh ring d6 chi 12 mdt phdng dodn.

e Bugc 3 : Chitng minh phdng dodn biing phudng phdp quy nap.

e Budc 4 : Phét bi€u dinh I1.

e Budc 5 : Cling ¢d va van dung.

Cho cic vi du tinh u, trong c4c trudng hdp cu thé, ching han bai todn sau :

«Anh A glti vao ngidn hang mot so tién 12 1000.000.000 déng vé6i 1di suat dinh ki
0,5%/thang. Hang thing anh khong rit 1di ra, ma d€ nhap vao von d€ sinh 1di ti€p. Hoi sau
20 nim anh A nhin tdng cong s tién bao nhiéu ?»

Vi du 2 : Day hoc dinh 1i vé phuong tich clia mot di€ém véi mot dudng tron (Hinh hoc
10, NXB GD 2001), c6 st dung phan mém Cabri — Géométry.

Budc 1. Nghién ctru thyc nghié m:

e VGi mdy tinh c6 trang bi phdn mém Cabri — Géométry v mdy chi€u da phuong tién,
gido vién v&é mot dudng tron bat ki.

LAy diém M c6 dinh nim ngoai hinh tron. K& dudng thing A bat ki qua M va cit dudng
tron tai A va B.

— Dénkét qud MAMB 1én man hinh".

—  Chon mét vi tri khdc ctia A (ludn qua M), cit dudng tron tai C va D. Ddn k&t qua

' Trong Cabri-Geometry c6 thé tao mot Macro cho phép tinh tw dong tich vo6 huéng cia hai vects (khéng keém theo don
vi cm). P€ hiéu rd hon, tham khio gido dn chi tiét vé phuong tich clia mdt diém déi véi mot dudng tron trong luin vin
t6t nghiép ctia Tran Thi Ngoc Dié&p (2005).
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MC.MD 1én man hinh.

— Yéu ciu hoc sinh nhin xét hai k€t qua nay.

— Di chuyén vi tri cia dudng thing A (ludn qua M). Khi d6 hai diém A va B s& thay
d6i theo. Yéu cdu hoc sinh quan sat k&t qué tuong tng MA.MB dugc ddn 1én man
hinh va dwa ra nhin xét vé MA.MB khi A thay d8i nhung vin qua M.

e V& mot dudng tron khic va diém M niim trong hinh tron. Thuc hién tuong ty nhu trén.

Budc 2. Phdng dodn:

e Tir hai nhan xét trén, yéu cau hoc sinh néu 1én mot phdng dodn.

Phéng dodn mong dgi :

“Tich MAMB la mot s6 khong déi khi A quay quanh M va cdt O ™.
e Xét vi tri dic biét khi A 12 ti€p tuyé&n (A = B) d€ du dodn s6 khong d8inay 1a:
MO’ - R?, hay MA.MB = MO? - R?

e Buéc 3. Khing dinh phéng dodn : Ti€n hanh chiing minh ménh dé phdng doén trén.
e Buidc 4. Phét bi€u dinh I :

“Cho duong tron (O; R) va mit diém M cé dinh. Mt duong thdng thay ddi di qua M va
cdt dwong tron tai hai diém A va B. Khi dé tich vé hudng MAMB [uén la mot s6 khong d6i.

e Budc 5. Pua vao khdi niém phuong tich. Cling ¢6, van dung dinh 1i va kh4i niém nay.

Trong budc 1 cia vi du trén, néu cé dd trang thi€t bi cong nghé thong tin, thi nén t6
chitc dudi dang hoat dong ctia chinh hoc sinh : Mdi hoc sinh (hay nhém hoc sinh) st dung
mot may vi tinh ¢6 trang bi phan mém Cabri — Géométry d€ thuc hién cdc cong viéc da néu,
tif 46 thdo luan dé dua ra phdng dodn.

Chd §: Hién nay, ti€n trinh Thyc nghiém / Suy luan di dugc van dung trong sich gido
khoa todn bac THCS. Nhung tuan tu cdc budc thudng 1a: Nghién cifu thuc nghiém — Phéng
dodn — Phat bi€u dinh 1i — Chitng minh (hay cdng nhin) dinh 1i — Cling c&, van dung.

Tuin ty nay c6 mot vai khi€m khuyét.

Qua thuc, khi trinh bay xong mdt phdng dodn, hoc sinh ditng truc hai cdu hdi can trd
15i (hay hai vain dé can phdi gidi quyét) : Phdng dodn ding hay sai? Vi sao?

N6i céch khdc, ho ding trudc mot bai todn md cin gidi quyét'® va c6 mot sy khong
chic chidn vé chan 1i cda ménh dé phdng doan (khong bi€t né ding hay sai ?). Tinh khong
chic chin nay 12 dong cd d€ hoc sinh 1am nhitng phép tht, nhitng md mim, ... D6 chinh la
cd hoi phat trién dan dan & hoc sinh cdc kh3 ning nghién citu khoa hoc.

Tuy nhién, né€u ta phat bi€u ngay dinh i, thi cdu trd 15i cho cdu hdi thd nhat da dugc
x4c dinh. Tinh ludng ly bi m4t. Nhiém vu duy nhit con lai clia hoc sinh chi 12 1am rd vi sao
ménh dé phdng dodn ding (chitng minh dinh Ii).

N. Balacheff (1982) da phé binh hién tugng tuong tu nhu vay khi ban vé day hoc chiing
minh & c4c trudng phd thong, Cong hoa Phip:

'8 Xem kh4i niém Bai toin md & phin D.
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“Cdc tinh huéng day hoc chitng minh da tudc di & hoc sinh trach nhiém vé “cdi ding”.
Théng thuong cdc bai todn vé chitng minh déu dvoc trinh bay dudi dang “Chitng minh rang ...”.
N6i cdch khdc, ménh dé can chitng minh luén duoc khdng dinh la ding. Van dé con lai doi vai
hoc sinh chi la tim ra mot chiing minh.”

Chinh vi vy, nén dp dung ti€n trinh Thuc nghiém / Suy luin theo ding tuan ty cic
budc da trinh bay.
3.2. Tién trinh : Bai toan — Pinh li

Budc 1 : Giai cac bai todn.

Buéc 2 : Phit bi€u dinh 1 nhu 13 k&t qué cla viéc gidi quyét cdc bai todn (thé ché hod).

Buidc 3 : Cling c6 va van dung dinh Ii.

Vi du : Day hoc dinh li vé bat ding thitc Cosi & 16p 10.

e Buiéc 1 : Trong phin dau clia bai “Chitng minh bat ddng thifc”, hoc sinh dudc cung cip

hai phuong phdp chi y&u d€ chitng minh mot bi't ding thifc :

— PPI : Bién d6i tuong duong bat ding thifc cAn chitng minh vé bat ding thitc di biét
la ding, chfmg han : A% >0 véi moi A ; A’ +B?>0véi moiA,B; ...

— PP2: Tir bat ddng thic ding da biét di d€n bat ddng thic cAn chitng minh.

T d6, gido vién dé€ nghi hoc sinh chitng minh bat ding thifc

a+b>2+ab v6i Va,b>0.

Mot trong céc 131 giai mong dgi : V&i a, b khong 4m ta co,

2
a+b>2ab ©a+b-2Vab20 < (JE-JE) >0 (ddng).

Viy,a+b2> 2+/ab ding.

e Budc 2 : Biing pha thé ché& ho4, gido vién phat bi€u dinh 1i vé& bat ding thitc Cosi.

e Budc 3 : Cling ¢§ va van dung dinh 1i.

— Nhan manh lai gid thi€t va k&t luan cda dinh li, néu cdch ghi nhé dinh 1, ...

— Dung chitng minh cdc bat ding thitc khic.

— Van dung vao bai todn tim gid tri 16n nhit nhé nhat: N&u hai s6 dudng cé tong
khong d6i thi tich ctia ching 16n nha't khi hai s6 d6 bing nhau. Ngudc lai, néu tich
ctia chiing khong d6i thi tong cia chiing s& bé nhi't khi hai s& bing nhau.

Chd y : Ti€n trinh nay sé& trd nén ty nhién va thd vi hon n€u bai todn cin gidi khdng

dudc dua ra mot cach dot xuit, ma 12 k&t qua clia hoat dong tao tinh hudng gdi van dé (theo
nghia dd néu trong phuong phdp Phat hién va gidi quyét van dé).

3.3. Tién trinh suy dién
Budc 1 : Phdt biéu dinh Ii.
Budc 2 : Chitng minh (hodc céng nhdn dinh li).
Budc 3 : Ciing ¢d va van dung dinh li.

3.4. Tong két va so sanh cic ti€n trinh
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® Chi § : Thong thudng, cic ti€n trinh trén c6 thé bit ddu biing pha tao dong cd (tuong
ty nhu day hoc mot khdi ni€m).

Cic ti€n trinh day hoc dinh li

b

Thuc nghiém / Bai toan — Pinh li Suy dién
Suy luén 0. Tao dong co 0. Tao dong co

0. Tao dong co 1. Giéc cdc bai todn 1. Phétbiéu dinh li
1. Nghién citu thyc| |2. Phétbiéu dinh li 2. Chting minh hay
nghiém 3. Cling c6, vin dung. cong nhin dinh 1i
2. Phdng dodn 3. Cing c6, van dung
3. Bdc bd hay khiing
dinh phdng dodn
4. Phdtbiéu dinh If
5. Cldng cd, vin dung

a) Ti€n trinh « Thyc nghiém / Suy luin »

e Uu diém :

+ Hoc sinh thdy rd dugc con dudng ndy sinh cla dinh li. Néi cdch khdc, hoc sinh hoc
dudc cach phat hi€n dinh Ii.

+ Tao dugc dong co dua vao dinh li vd nhu cau phdi chitng minh : Chinh nhu ciu gidi
quyé&t cdc mau thuin ndy sinh khi ti€n hanh cdc phdng dodn hay nhu ciu tim hi€u chan li cla
ménh dé phdng dodn sé& tao dong co cho chitng minh.

+ Tao diéu kién hinh thanh hay cling ¢6 cho hoc sinh cdc quy tic ki€m nghiém sau :

— Mot phdn vi du 13 dd chitng minh mdt ménh dé todn hoc Ia sai.

— C4c vi du, di nhiéu bao nhiéu, ciing khong di d€ khing dinh mdt ménh dé toan hoc

la dang.

— Ghi nhan thyc nghiém chi cho phép du dodn chit khdng cho phép khing dinh tinh

diing sai clia mdt ménh dé.

+ Hoc sinh dugc lam quen din vdi hoat dong nghién citu khoa hoc. Phat tri€n & ho cic
phdm chat tu duy doc 14p, sang tao, phé phdn, ... khd ning thyc nghiém (quan sit, md mim,
du dodn, ...), kh3 ning hoc tp bing « tht, sai », ...

e Nhudc diém :

MA't nhiéu thdi gian va cong siic clia cd gido vién va hoc sinh, ddi hdi gido vién phdi c6
kha ning quan i gid hoc khong con theo ki€u truyén thong (nhit 13 trong cdc pha tranh luin
dé di d&n phdng dodn).

b) Tién trinh « Bai todn — Dinh i »

e Uu diém:

— Dinh i xuit hién ty nhién nhu két qua clia hoat dong gidi cdc bai todn. N6i cich
khdc, tri thitc mdi khong duge cho mdt cdch truc ti€p, ma ndy sinh trong qué trinh gidi cdc
bai todn.

— Phil hop véi quan diém: hoc tip trong hoat dong va bing hoat dong. Hoc sinh c6
nhiéu thuin 1¢i d€ hoat dong tich cuc va ty gidc. Hon nita, néu tao dugc tinh huéng c6 van

57



dé thi dé tao dong co va giy hitng thd cho hoc sinh. Dit biét, khi k&t qué ciia viéc tao tinh
hudng c6 van dé 1a cdc bai todn ma ta mong mudn hoc sinh gidi quyét d€ di dén dinh li, thi
ta ciing d tao cd hoi d€ ho hoc cach phat hién dinh Ii.

e Nhudc diém:

— Khé c6 cd hoi phat trién dude & hoc sinh cdc khd ning thuc nghiém (quan sit, du
dodn, ...), nhitng kh3 niing can thi€t cho hoat dong nghién ctfu todn hoc.

— Khé tao diéu kién hinh thanh hay cling ¢d & hoc sinh cic quy tic ki€ém nghiém nhu
da néu & trén, nhat 12 ddi v6i hoc sinh § trudng THCS khi mdi 1am quen budc diu véi suy
ludn va chirng minh.

c) Tién trinh « Suy dién »

e Uu diém:

— Ngdn gon, ti€t kiém thdi gian.

— Gido vién dé& 1am chd tién trinh 1én 16p, d& qudn 1i gid hoc.

e Nhugc diém:

— Khé tao dong co va khé gay hing thd hoc tip cho hoc sinh. Han ché khd niing phat
trién ning lyc t duy tich cuc, ddc 1p va sing tao clia ho.

— Khong phét trién dudc & hoc sinh cdc kha ning thuc nghiém (quan sit, du dodn, ...)
- nhitng kha ning can thi€t cho hoat ddng nghién ctu todn hoc.

— Khong tao diéu kién hinh thanh hay cling ¢ & hoc sinh cdc quy tic ki€m nghiém
nhu dd néu & trén, nhat 1a ddi véi hoc sinh & trudng THCS khi méi lam quen budc dau véi
suy ludn va chirng minh.

— Dinh 1i xuat hién khong ty nhién, c6 tinh 4p dit. Tri thitc méi dudc cho tryc ti€p. Do
vay hoc sinh khong hi€u dugc ngudn gbc ndy sinh, cling nhu vai trd va y nghia ciia tri thifc
mdi.

3.5. Tao dong cd chitng minh

Theo truyén thdng, 16p 6 va 16p 7 bac THCS thudc giai doan chuyén ti€p giita hai ciach
ti€p can Hinh hoc : ti€p cin biing quy nap — thyc nghiém va ti€p cin bing suy dién (ta goi tit
12 Hinh hoc quy nap — thu'c nghiém va Hinh hoc suy dién).

Trong Hinh hoc quy nap — thuc nghiém, cdc ddi tugng hinh hoc co ban 1an ludt dudc
dwa vao chd yé&u thong qua viéc sit dung cdc dung cu do, V&, ... hay quan sét tru'c quan trén
hinh. Cdc tinh cht todn hoc ciing dudc rit ra tir hoat dong thuyc nghiém. Ngugc lai, Hinh hoc
suy dién (theo truyén thdng thudng dugc dua vao chinh thitc tir 16p 7) ddi hdi cdc tinh chat
todn hoc phdi dugc hgp thitc hod bdi suy luan dién dich.

Nhu vy, ludn ton tai mot su ngit quing gitta hai cdch ti€p can hinh hoc. Viéc day hoc
suy ludn va chitng minh khong thé khong k€ thira tri thifc truc quan, khong thé tich rdi hoat
ddng thuc nghiém da cé G cdc 16p trudc. Nhung né cling doi hdi hoc sinh phdi tir bd viéc
diing ghi nhan thuc nghiém d€ khing dinh tinh ding din mdt ménh dé todn hoc. Piéu nay
dit ra nhiéu khé khin cho viéc day hoc hinh hoc trong giai doan chuyén ti€p. Pic biét doi
véi hoc sinh, ti€p cin “quan sdt — thuc nghiém” dudng nhu 12 mot chuéng ngai 16n cho viéc
hoc tdp suy ludn va chitng minh.
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Vi thé, ciu héi “lam th€ nao dé€ hoc sinh hi€u dudc li do phdi ding dén suy ludn va
chitng minh, 1i do tir bd quan sat, do dac, ...”, néi cach khac, “tao ddng cd chitng minh cho
hoc sinh nhu th& nao ?” 12 mdt van dé khé khin cin gidi quyét. Thong thudng, ngudi ta hay
khuyén diing hinh vé d€ 1am cho hoc sinh thdy sy khi€m khuyét clia quan sit, thyc nghiém:
K&t qua riit ra tir quan sdt, thuc nghiém cé thé sai. Nhung bién phdp nay dudng nhu khong c6
may hiéu qua.

3 bac THPT 4p luc ndy b6t cing thing hon, nhung chua c6 gi ddm bio ring hoc sinh
da y thitc dude hoan toan vé 1i do phai chitng minh.

Mot trong cdc bién phip c6 thé 4p dung & cip dd nay 1a khai thic tot tién trinh Thuc
nghiém / Li thuyét trong day hoc dinh Ii.

Qui thuc, vAn dé miu chSt nhat trong ti€n trinh nay 13 thuc hién cdc hoat dong thuc
nghi€m va trinh bay mot du dodn.

bic trung co ban clia du dodn 13 tinh « bap bénh » (incertitude) ctia ciac két qua dat
dudc tir quan sat thuc nghiém. Chinh tinh bdp bénh nay lam ndy sinh nhu ciu phdi gidi thich
dé thuy€&t phuc ngudi khic, va tir d6 tao nén nhu ciu suy ludn va chiing minh, dong thsi lam
ndi bat vai trd clia cong cu chiing minh (vai trd hgp thitc hod). Trong trudng hdp néu td chifc
day hoc tao ra dudc sy “ganh dua tich cuc” gilta hoc sinh hay cdc nhém hoc sinh dé khuyé&n
khich ho bdo ddm tinh hgp thifc clia k&t qud ma ho rit ra tir hoat dong thyc nghiém, thi lai
cang thuin Igi hon cho vi€c tao dong cd suy luidn va chitng minh.

Ching han, né€u khi do va tinh téng s6 do cdc géc clia mot tam gidc, ma tit cd cdc hoc
sinh déu cho ciing mdt k&t qua 1a 180°, thi phdng dodn « tdng s& do cdc géc trong clia mot
tam gidc bat ki bing 180° » mat di diic trung « bAp bénh ». Nhu vy, chinh ban thin hoc sinh
s& khong con c¢é nhu cau phdi gidi thich, phdi chitng minh. Ngugc lai, n€u cdc em cung cip
mot diy cdc k&t qua nhu 181°, 179°, 178°5°, 182°, 178°, 180°, ... , va né€u cdc em nhin xét
dudc ring cdc k&t qud nay mic du khdc nhau, nhung ludn giao dong xung quanh 180°, thi
phéng dodn trén trd nén c6 gid tri hon. BSi vi, chinh sy bit dinh clia k&t qué dat dugc va su
dudc thua giita hoc sinh hay nhém hoc sinh s& ggi nén nhu cau tranh luin va nhu vay tao
ddng cd cho suy ludn va chirng minh.

Rén luyén khd ning dua ra cdc du dodn tir quan sat, thuc nghiém khong chi bé hep
trong day hoc cédc dinh li theo ti€n trinh Thuc nghiém/ Li thuyé&t, ma con c6 thé khai thic
ngay trong qud trinh tim toi cach chirng minh.

Chéng han, d€ rén luyén kha ning 4p dung cdc phudng phdp chiing minh hai mit phing
P va Q song song v6i nhau di hoc trong phan 1i thuyét, ta c6 thé bit diu pha tim toi chitng
minh tir cdc cAu hdi nhu :

— C6 thé dy dodn xem mit phing P c6 chita hai dudng thing cit nhau nio cling song

song v6i Q ?

—  C6 thé dy dodn xem P va Q ciing song song v4i mit phing thi ba nao ?

3.6. Ciing cé buéc dau dinh Ii

Tuong tu nhu day hoc khai niém, cling c& dinh 1i 12 mot qué trinh 1du dai, c6 thé trdi
qua nhiéu giai doan va cap do khac nhau. Ngay ca khi dinh 1i vira dudc trinh bay, ta cling cAn
ti€n hanh cling ¢d budc dau dinh 1i nay biing mdt s6 hoat dong nhu :

59



— Phan tich dinh 1i.

— Khdi quat hod, dic biét hoa dinh Ii.

a) Phan tich dinh li : Phin tich 1am rd dic trung quan trong thé hién tudng minh hay in
tang trong dinh 1i, lam 16 gid thi€t va k&t luan, trinh bay dinh 1i dugi dang kénh hinh, vé& hinh
minh hoa, ...

b) Khai qudt hod, dic biét hod : Hai hoat dong nay ciing cho phép cling ¢ ban dau
dinh Ii, vi né cho phép hi€u 5 hon cic dic trung clia dinh li, m&i quan hé cla dinh 1i véi cdc
dinh 1i di hoc, v6i dinh 1i méi ma ta cong nhin hay sip chitng minh va c3 v&i nhitng ménh dé
dy dodn ma ta mong mudn hoc sinh di siu nghién cifu.

Vidu 1 : DPinh li cosin trong tam gidc

a’ =b? +c*—2bccos A.
Xét trudng hgp dic biét khi A = 90° sé din tSi dinh 1i Pythagore quen thuoc : a* = b* +

Vi du 2 : Bt ding thic Cosi :

a+b

>+ab v6ivVa=>0,b=>0.

— Khiéi quit hod cho trudng hop 3 s& khong 4m, ta c6 bat ding thic :

a+b+C ibe viiVa>0.b>0,c> 0.

Trong SGK Pai s6 10, NXB GD 2001, bt didng thiic ndy dudc thira nhan, khong chitng
minh.

— Khdi quéat hod cho trudng hop n s6 khong 4m, ta c6 bat ding thic :

+a, +..+ o .
Mzwﬂlalaz...an véiVa;>0,i=1,...,n.
n

Bat ding thitc ndy c6 thé trinh bay dugi dang mot ki€n thitc ngoai chuong trinh va yéu
cau hoc sinh kh4 gidi tim cdch chiing minh.

Chi y : Ngay ca khi k&t qud clia khdi quit hod 13 mdt ménh dé sai, thi hoat dong nay
ciing cho phép hi€u ro hon ban chit cia dinh 1i. Ching han, sau khi dua vao cong thic sin’x
+ cos’x = 1, thi cAu hdi khai quit nhu sau ciing cho phép nim vitng hon cdng thifc sin’x +

2
cos’x=1:

Céc ding thifc sau ding hay sai :
a) sin"x +cos"x =1
b) sin’u(x) + cos’u(x) = 1
¢) sin’nx +cos’nx=n ...

Viéc bac bd cic ding thic a, ¢ ¢6 thé thuc hién dugc nhd vao cac phdn vi du.
4. Day hoc chitng minh
4.1. Khai nié¢m chitng minh

¢ Trong pham vi logic toan :
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Trong cudén « Tap hdp va logic » (NXB GD, 1998), cic tic gid Hoang Xuin Sinh va
Nguyé&n Manh Trinh cho dinh nghia :
“Ta goi la mot chitng minh mot day hitu han nhitng lap ludn (ménh dé) dugc ki hiéu dudi
dang cdc cong thiic sau : A;, A, A;, ... A,.
Sao cho, véimoii (i = 1, 2, ..., n) A; phdi thod man mot trong cdc diéu kién sau :
(i) Hodc A; la tién dé, hodc A; la mot dinh li, hodc A; la gid thiét (hay diéu kién) da
cho trudc.
(ii) Hodc A, la cong thiic tuong duong voi mdt cong thitc co mdt trong day ding trudc
no.
(iii) Hodc A; la hé qud logic duogc suy ra tiv cdc cong thitc ¢6 mdt trong day diing trudc

z 99

no’”.
Con theo Lé T& Thanh (1995) :

“Chitng minh la mot hinh thiic suy ludn, duwa vao nhitng phdn dodn ma tinh chdn thuc
duoc cong nhdn dé khdng dinh tinh chdn thuc ciia mot phdn dodn khdc cdn dugc ching
minh”.

¢ Trong pham vi khoa hoc toan hoc :

“Chitng minh la “Phép suy ludn dé thiét lap sw diing hay sai clia mot khdng dinh (phdn
dodn, ménh dé, dinh Ii)” (Tir dién todn hoc, NXB Khoa hoc va K§ thuat, 1993).

e Trong day hoc toan ¢ trudng THCS :

“Chitng minh dinh li la ding ldp ludn dé suy tiv gid thiét ra két ludn. Lap ludn la néu
nhitng khdng dinh va vach ré vi sao, cdn cit vao ddu ma cé nhitng khdng dinh dé > (Hinh hoc 7,
NXB GD 1995).

“Chitng minh dinh li la ding suy ludn dé khdng dinh két ludn (duoc suy ra tiv gid thiét)
la ding ” (SGK Toan 7, NXB GD 2002).

Vi du : Chitng minh bat ddng thiic Cosi :

a+b

>/ab, v6i Va >0, b >0 (T)

(a-b)?20,v6iva>0,b>0 (A))

= a’+b*>2ab,v6iVa>0,b>0 (A,

= a’+ 2ab + b* > 4ab, v4i Va > 0,b >0 (A;)
= (a+b)?>4ab,v6iVa=0,b>0 (A,
—a+b=2+ab,v6iVa=0,b20 (As).

a+b

=N >+Jab, véi Va>0,b>0 (Ag=T)

4.2. CAu tric cia chitng minh

Hoat d6ng nhén thitc twong Gng vGi chitng minh ¢6 hai dic trung ¢ badn cho phép phan
biét chitng minh véi c4c hinh thitc suy luan khdc (nhu quy nap, gidi thich, thuy&t phuc) :

— Chitng minh 12 mdt day hitu han cdc ménh dé dugc ndi k&t vdi nhau theo vai trd (cd
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ch€) clia cdc ménh d&, ma khong phdi theo ndi dung hay nghia clia cdc ménh dé nay.

— Céc ménh dé dugc tao ra bdi phép thay th€ mot ménh dé cii trude d6 (gid thiét, hay
k&t qui clia modt phép thay thé da thyc hién trudc d6) bing mot ménh dé mdi. Viéc thay thé
dugc thuc hién nhd vao mdt ménh dé “chuin” (mdt dinh nghia, tién dé, dinh Ii), n6 hoat dong
nhu 12 quy tic cho phép su thay thé nay.

e Vi du minh hoa chitng minh khong phu thudc ndi dung ménh dé :
Xétménh dé : « N€u2=-2,thi4=4»

Chirng minh :
2 =-2 (T, —Ménh dé gia thit)

= 22 =(-2) 2 (T, — Ménh dé k&t luan dugc rit ra nhd vaio ménh dé chuén :
«néua=bthia2=b2»).

= 4 =4 (T — ménh dé€ can chiing minh).

Nhu vdy, chirtng minh dudgc hi€u 132 mot day hitu han cdc “bd ba” hay “mit xich” sau
day:

Quy tic thay th€
(Pinh nghia, Tién dé&, Pinh 17)

Cac diéu kién
vao //'
Ra

Cactién deé :

- Gid thiét .

- Cdc ménh dé ding da biét

Ménh d& méi
(k€t luan 1)

Quy tic thay th€
(Pinh nghia, Tién @&, Pinh Ii)

Céc tién dé :
- Gi4 thiét
- C4c ménh dé ding da biét
- C4ac ménh dé « két luan » clia
céc budc thay thé trudc.

Ménh dé méi
(k€t luan th k)
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Quy tic thay th&

Cio didu (Pinh nghia, Tién d&, Pinh 1i)
kién vao
Ra

- Gi4 thiét
- Cdc ménh dé ding da biét )
- C4c ménh dé « két luin » clia
céc budc thay thé trudc.

Ménh dé can
chitng minh
(k&t luan th n)

B Chi y : Thyc ra, ngoai ba thanh phan néu trén, con c6 mdt thanh phan thit tr tic
dong ngdm 4n trong chiing minh, ma ta s& néi d&€n & phin sau, d6 13 cic quy tdc suy dién.

e Vidu 1: DPinh Ii «Trong hinh thang cin hai dudng chéo bing nhau ».
Chdng minh : Gia s ABCD la m6t hinh thang cdn ddy AB va CD.

ABCD la mdthinh thang cin = AD = BC va D = C = AADC = ABCD (cgc) = AC =
BD.

CAu triic clia chitng minh nay c6 thé mo ta nhu sau :

<Dinh nghia hinh thang cin

biéu kién
vao

AD =BC

a hi = A A
ABCD la hinh (K&t ludn 1)

thang cin

Dinh 1i : « Hai géc & ddy ctia
<‘1nh thang cin bing nhau »
A A M
Bleu\ k7 Ra
vao

ABCD la hinh
thang can

D=C
(K&t luan 2)
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Pinhli: «c.g.c»

a
kién vao / /‘ Ra

Kétluan 1,2 ; A ADC = ABDC
=> A A
DC chung (Két ludn 3)

Pinh nghia hai tam gidc

Pidu kién bang nhau \
Ra

AC=BD

K&t luin 4 . A
(Ménh dé can chitng minh)

¢ Chi ¥ : Cdc quy tic suy dién logic xuit hién ngdm 4n trong chiing minh trén 12 quy
P=Q,P

tic tam doan ludn :
B Céc thanh phan cia chitng minh
TU cdc phn tich trén, ta thd'y c6 bon thanh phin ciing hoat dong trong mdt chitng minh:

1. Cédc diéu kién vao (cdc tién dé — prémisses) : P6 12 cdc ménh dé di cho (gia thiét),
cdc ménh dé k&t ludn cla cdc budc truSc d6, ménh dé ding da biét.

2. Céc quy tic thay th€ (luan ci¥) : Pinh nghia, dinh 1i, tién dé, quy tic, cong thic da
biét.

3. Céc két luan : K&t qua clia cdc budc thay thé. Trong d6 ménh dé can chitng minh
goi 1a Iudn dé.

4. Quy tic suy dién logic thudng gip (Ludn chitng).

2) Quy tic tam doan luan : 22 B4
b) Tam doan luan bic cdu : 22 BB=C
A=C
A=BB

¢) Tam doan Iudn pht dinh :
d) Cdc quy tic phdn ching :
Z:(B/\E) ) B;(Z:E) ) AAB=B

b

A B " B=A

e) Mot sd quy tic khéc :
P=>Q A=BAC VxP(x) 3xP(x)
Q=P  A=B ~ 3IxP(x) wxP(x)
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f) Quy tic (nguyén li) quy nap todn hoc :
Cho ménh chifa bi€n : P(n) v6in € Z va hiings6 ¢ € Z
Tién dé : a. P(c) diing

b. Néu P(k) diing véi k > ¢, thi P(k+1) ciing ding.
K&t luan : P(n) ding véi moin > c.
Quy tic ndy c6 thé viét dusi dang :

P(c). (ménh dé co s3).
P(k) = P(k+1),k>c  (ménh dé quy nap).
P(n), Vn=>c (ménh dé k&t luan).

e Chi y: Vai trdo clia mdt ménh dé thay ddi theo tirng budc thay th€. Trong budc nay né
12 k&€t ludn, & budc sau né lai cé thé 1a tién dé. Cling mot ménh dé, & tinh hudng nay 13 gid
thi€t hay két luan, nhung & tinh huéng khdc lai 1a “quy tic thay th&”.
4.3. Phan tich mgt chitng minh

Phan tich mdt chiing minh 12 phan tich c4u tric cda chitng minh d6. N6i cdch khdc 1a
chi 16 trong mdi budc clia chitng minh, ta da c¢6 nhitng tién dé nao, k&t luan rit ra 12 gi, cdc
quy tic thay th€ (ludn ctt) va cdc quy tic suy dién ndo da dugc sit dung.

Phin tich mot chitng minh cho phép hoc sinh hi€u rd hon ciu tric cla né, cho phép
phdt hién cdc sai 1am (n€u c¢6) va ban chit clia sai lam nay.

B Cac hinh thiic phan tich m§t chitng minh
a) Phén tich theo bdang
Vi du 1 : Phin tich chitng minh bat ding thitc Cosi ma ta da trinh bay trong phan trudc.

Tidn dé Céc ménh dé Quy tic thay th&
k&t luan (ludn ct)
(a-b)2>0, a’—2ab +b* >0, | Tinh chit ding thifc :
v6iVa>0,vb> |v6ivVa=0,vb> | (A-B)>=A’-2AB+
0 0 B’
b 4 b5 0 a’+2ab +b* >
6L Y2 >0 ‘v’t: N > | 4ab, Tinh chit bat ding thic :
0 T veiva>0vb> | A>BoA+C2B+C
0
2 2
> . .
Za; 2ab + b° 2| L b>24ab.,  |Tinh chdt: N&u A, B
e véi Va > 0,vb >|khong Am va A > B thi
> >
gdl Ya 2> O,Vb Z 0 \/XZ\/ﬁ
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Vi du 2 : « Cho hinh chép tif gidc déu S.ABCD c6 cdc canh bén va canh ddy déu bing

a+b>2+ab,

v6i Va > 0,Vb >

0

a+b2\/E’

2

0

v6i Va = 0,Vb >

Tinh chat bat déng thic :
Né&u A > B va C>0 thi
A.C>B.C

a. M 12 trung diém ctia SC. Chitng minh ring mp (MBD) L mp (SAC). »
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Chitng minh :

Ta c6 BS = BC = a va M 1a trung diém ctia SC. Suy ra BM L SC. (1)
Tuong tu ta c6 : DM L SC. (2)
Tu (1) va (2) ta suy ra SC L (BDM). Vay (SAC) L (BDM).

Phén tich :

x aa Cac ménh dé Quy tic thay th&
Tién de R A
két ludn (ludn c)
ABCS cantai | . .
BS=BC=a canfat Pinh nghia tam gidc can.
B (D)
diém SC BM L SC (2) |04" 1t 2 CUONg THUng Hye
A ké ti dinh A vira la phan gidc
Két luan 1 2 o as g »
cua vita la duong cao.
AB an tai
DS=DC=a €5 cantai Dinh nghia tam gidc can
B (3)
M 1 trung BAjnht li. A “Ac;ibé tan;t gicictABF
2 y T
diém SC DM 1 SC (4) |9 g trung wyen
- ké ti dinh A vita la phan gidc
Keét luian 3 2 o as 3 »
cua vira la duong cao.
Pinh Ii : “Néu duong thing A
vudéng goéc voi hai duong
thdng a,b cdt nhau ndm trong
mdt phdng (P) thi A vubng
’ 5c voi moi duong thd
K&t ludn 4 (5) & mai prang (L.

binh nghia: Mot duong
thdng A goi la vudng géc véi
mdt phdng (P) néu né vuong
gdc véi moi duong thing ciia
mdit phdng doé.”




Pinh nghia : “Hai mdt phdng
goi la vubng goéc vdi nhau

SAC) chit . 2
(S C ) chia (MBD) L néu mot trong hai mdt phang
(SAQ). dé chita moét duong thing

Két luan 5

vuéng goéc véi mdt phdng
kia.”

b) Phén tich dudi dang so do

kel it DS =DC=a
\ 4 v
A BCS cén M Ia trung A DCS can
tai B diém cda SC tai D
BM 1 SC DM 1 SC
|
\ 4
SC L (DBM) (ASC) chita SC

A4

(MBD) L (SAC)

¢) Phan tich duoi dang mot day cdc by ba (xem vi du 1, muc 4.2).

Nhén xét:

— Trong tit ¢4 cédc hinh thifc phin tich trén, thinh phan thit 4 « Quy tic suy dién » chi
xuét hién ngim 4n.

— Hinh thitc So dd khong 1am 16 quy tic thay th& va sy thay ddi vai trd clia cdc ménh
dé. Nhung lai Iam rd sd d6 rang budc giita cic ménh dé.

— Hinh thitc Bang va Diy cdc bd ba khong chi 1am rd su thay ddi vai trd clia cdc ménh
dé, ma con 1am 1 cic quy tic thay thé (ménh dé chuin). Chinh viéc 1am rd cic ménh
dé chudn nay gép phan cling c¢d ki€n thifc da hoc cho hoc sinh, vi ho thdy rd trong viéc
gidi quyét cac van dé, cdc dinh nghia va dinh 1i d3 hoc dudc 4p dung nhu thé nao, véi
nhitng diéu kién nao thi chiing mdi 4p dung dugc, ...

4.4. Céc yéu cAu ciia mdt chitng minh

a) Tién dé va luan c phai chan thuc :
— Céc diéu kién vao chi ¢6 thé 12 gid thié€t, cic ménh dé ding di bi€t, hay cdc ménh
dé k&t luan cla cdc budc thay thé trudc.
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— Céc quy tic thay th& phai 12 cdc dinh nghia, dinh li, tinh chit hay tién dé ding da
biét.
b) Luin chiing phai hop logic : C4c phép suy dién dugc s dung (ngdm 4n) phai hop
logic.
¢) Khong ddnh trdo luin dé : Khong thay th€ ménh dé cin chitng minh bing mot ménh
dé khdc khong tudng duong véi né.

B Mt s sai lam do vi pham cdc yéu ciu trén

a) Sai lim vé mit tién dé: Thudng do chi dwa vao truc gidc hay si dung cic ménh dé
chua dugc chitng minh.

b) Sailim vé mitluin c : Do 4p dung sai dinh Ii, tinh chat, dinh nghia, tién dé.

¢) Sai lam vé mit ludn ching : Do st dung quy tic suy luan khong hop logic, ching
han nhu cdc quy tic sau day.
P=0Q,Q ’ P=Q,P 3 PvQ,P

P Q Q
d) Sai lam vé luan dé : Do thay ménh dé cin ching minh bing mdt ménh dé khong
tuong dudng véi nd.

1

B Cac vi du minh hoa

Bai toan 1: « Cho diy sd (u,) vdiu, = \/2 ++/2+...4/2 nddu cin.
Chdng minh ring limu, =2 »

Xét bai lam sau cia mdt hoc sinh:
«Nhan xét : uy,; = {/2+u, (1). Bdt limu, =a. Do u,>0 véimoin, néna >0.

nN—o0
TU mot suy ra:
limu,,, =lim{2+u, =>a=+2+a

5 a=-1
D a -a-2=0= .
a=2
Loaia=-1.

Vay: limu, =2 ».

n—o

Binh luin : Bai lam sai do dwa vao mét tién dé la mdt ménh dé chua dugc chitng minh.
D6 la ménh dé “Day sé (u,) c6 gidi han hitu han khi n — c”.

Bai toan 2 : Cho tam giac ABC. Dung ra phia ngoai tam gidc cdc hinh vudng ABEF va
ACGH. Tir A dung dudng vudng géc véi BC, cit BC & D va cit FH 8 M. Chitng minh FM =
MH.

Xét bai lam sau ctia mot hoc sinh :
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B D c

Vi AF = AB, AH = AC va FAH = BAC (i dinh), nén AAFH = AABC.
Tacé :
FAH = BAC, BAC+WCD =90 va ABC+ACB =90
nén DAC = ABC (2).
Mit khdc : vi DAC=FAM(d6i dinh), AFH=ABC (do hai tam gidc bing nhau), nén
AFH = FAM . Suy ra : FM = MA.
Chirng minh tuong tv ta c6 MH = MA.
Vay, FM = MH. »
Binh luan : Sai ldm vé mdt tién dé. Hoc sinh da vé ABC la tam gidc vudng, nén ghi nhdn
truc gidc rang F, A, C thdng hang.
Bai todn 3: Ching minh riing a + b >2+/ab véi moi a, b>0.
Xét bai lam cliia mot hoc sinh :
“a+b>2+/ab = (a+b)>>4ab
=a’+b>-2ab>0
= (a-b)*>0(1)
Vi (1) ludn ding, nén:a+b > 2+/ab ding.”

P=0,0
P

Binh luin : Chitng minh trén da sit dung quy tdc suy ludn khéng hop logic
(Sai ldm vé mdt ludn chiing).

Bai todn 4 : C6 ton tai hay khong nhitng hinh chép i gidc c6 hai mit ddi dién cling
vudng géc v6i mit phing day ? Giai thich vi sao.

Cau trd 13i clia mot nhém hoc sinh 16p 11 tai Thanh phd HO6 Chi Minh:
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« Gia stt hinh chép SABCD c6 hai mit d6i dién (SAB) va (SCD) cuing vudng géc véi
day.
Ké dudng cao SM cua tam gidc SAB va dudng cao SN ctia tam gidc SDC.

Suy ra, SMN,SNM 14n lugt 1a géc giita mit phing (SAB) va (SDC) v6i mit phing ddy
(ABCD).

Vi SMN 12 mdt tam gidc, nén SMN,SNM khong th€ ciing 12 géc vudng. Do d6, (SAB)
va (SDC) khong thé ciing vudng géc vdi day.

Chitng minh tuong ty v6i hai mit d6i dién (SAD) va (SBC)

K&t luan : ménh dé sai.”

Binh luin : Bai lam c6 sai lam vé hai phwong dién khdc nhau.

— Sailam vé mit luan ct : Suy ludn da dya vao mot ménh dé sai “Néu P va Q la hai
mdt phdng cdt nhau theo giao tuyén a, thi géc gita P va Q la géc giita duong thing b nam
trong P va vudng géc vdi a, véi mét duong thdng bdt ki nam trong Q va di qua giao diém ciia
avab.”

— Sai 1dm vé mit tién dé : Suy ludn sai ldm trén dén tdi hai ménh dé két ludn sai
“SMN,SNM ldn lugt la géc giita mét phdng (SAB) va (SDC) véi mdt phéing ddy (ABCD) va
déu la géc vuéng.”. Ménh dé sai nay lai tré thanh tién dé cho buéc suy ludn tiép theo “Tam
gidc SMN c6 hai goc vuong”.

4.5. Phan loai chitng minh

Mot cach tdng quat, c6 hai loai chitng minh chd yé&u : chitng minh tryc ti€p va chitng
minh gidn ti€p

4.5.1. Chitng minh truc tiép 13 chitng minh trong dé ta xuAt phat tir tién dé (gid thiét
hay ménh dé diing da bi€t) d€ suy ra tinh ding din clia ménh dé cAn chitng minh, nhd vao
viéc 4p dung cdc quy tic suy dién.

Vi du 1 : Chitng minh bat ding thifc Cosi.

VéivVa=0,b>0taco:

(a-b’>0 =a’+b*-2ab>0
= (a +b)*>4ab
—a+b>2+ab

N a;bz\/E.

Vidu 2 : Dinh li ddo vé diu ctia tam thdc bac hai.

« Cho tam thitic bac hai f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) va sd thuc o. N&u af(a) <0 thi tam
thitc c6 hai nghi€ém phan bi€t X, X, (X1< X, ) va X;< o < X, ».

Ching minh :

af(a) <0 = a(ac’ +ba+¢c) <0

:>(aoc+2)2<é:A>0
27 "%
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= phudng trinh c¢6 hai nghi€ém phan biét x;, x, tinh theo cong thic x =
—b++/A

2a
Mt khdc : (a0 + E)2< A ﬂ <aa < ﬂ
2 4 2
= X< o < X, V61 X< X,
4.5.2. Chitng minh gidn tiép
Trong loai chitng minh nay, ta lai ¢cé cdc hinh thitc chitng minh khac nhau duéGi day.
b;) Chiing minh phin ching
e D& chitng minh ménh dé A l1a ding (nghia la ching minh A 1a sai), ta gid st ngugdc
lai A sai (nghia la A ddng) va chi ra ring viéc A ddng s& din t6i mau thudn. Nhu vay, A
phai sai, nghia la A ding.
e Ménh dé A can chitng minh thudng c¢é dang:
A=P=Q=PvQ
Do dé, A= FQEP/\@

Nhu vy, gid st A sai (hay A ding) tuong duong gid sit P ding va Q ding (hay Q sai).

Tuy nhién, trong day hoc todn thong thudng ta chi vi€t : Gid st ngudc lai Q sai. Viéc P
ding dugc xem nhu ngdm 4An.
Vi du 1: «Trong mdt hinh binh hanh hai dudng chéo cit nhau tai trung diém clia mdi
dudng ».
Ki hiéu: A 12 ménh dé « Néu ABCD 1a mot hinh binh hanh, thi AC va BD cit nhau tai
trung diém ctia mdi dudng »
P 12 ménh dé « ABCD 12 mdt hinh binh hanh »,
Q 12 ménh @& « AC va BD cit nhau tai trung diém ctia mdi dudng ».
Nhu vay, A=P = Q.
Thay vi: “Gi4 s ngudc lai A sai” hay “Gié st ngudc lai P ding va Q ding (Q sai).”
hay “Gia s ngugc lai ABCD 1a hinh binh hanh, nhung AC va BD khong cdt nhau tai trung
di€m clia mdi dudng”, ta chi viét “Gid st ngudc lai, AC va BD khong cit nhau tai trung diém
ctia mdi dudng”
Cdc budc ciia mét chitng minh bang phdn chiing :
e Budc 1 (Gia dinh) : Gia s Q sai (nghia la Q ding).
e Budc 2 (suy dién truc ti€p) : T cdc tién dé P va Q ta di t6i mot mau thuin.
e Budc 3 : Kétluan : A ding.

Céc kiéu suy luan din t6i mau thuin c6 thé 12 :

+P/\6 — P.
+PAQ = C AC (C la ménh dé nao do).
+P/\5 = Q.

+PAQ = S (S 1a ménh dé sai da bi€?).
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Vidu 2 : Chiing minh riing a + b > 2+/ab véi Va, b khong am.
@>0Ab>20=a+b>2+ab)
e Budc 1: Gid st ngudc lai a + b > 2+/ab sai, nghia Ia ta ¢6 a + b < 2+/ab dung.
e BuGc2:a>0Ab>0Aa+b<2+ab= (a+h)’ <4ab= (a-b)> < 0 (v0 li)
e Budc3:K&tluan a + b < 2+/ab sai, nghialaa+b2> 2+/ab dang.
Vi du 3 : dinh li @30 vé d4u tam thirc bic hai :
« Cho tam thifc bac hai f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) va mot sd thuc o. N&u af(a) < 0 thi
tam thdc ¢ hai nghi€ém phan biét x;, X, (X;<X; ) va X< ol < X5 »
Ching minh : Gid s ngudc lai, phuong trinh khong c6 hai nghi€ém phéan biét. Tir d6 suy
ra A<0.
A <0 = af(x) > 0 v6i Vx. Piéu nay mau thuin véi gid thi€t af(a) < 0.
Vay phuong trinh c¢6 hai nghi€m phan biét x;, X, (X< X,).
Gid st ngudc lai : o nim ngoai khodng hai nghiém (x;, x,) = af(a) > 0 (trdi gid thiét).
Viy, X< a < Xo.
B Luu ¥ : Viéc chiing minh bing phadn chiing ménh dé P = Q doi hdi phai bi€t cich
phii dinh ménh dé Q, dic biét khi Q c6 dang sau day :
+Q=QAQ Q =Q,AQ, =Q v Q.
+Q=Q1vQ:Q =Q,vQ, =Q A Q>
+Q =Vx, R(x) Q = ¥x,R(X) =3x, R(x).
+Q=3x,R(x) Q = Ix, R(x) = Vx,R(X).

Vidu 4 : Cho bai todn « Chitfng minh riing ham s f(x) = Vx> +x+1+x> —x+1 dat gid
tri bé nhatl1a 2. »

Bai lam ctia mdt hoc sinh :

“Chttng minh f(x) dat gi4 tri nhé nhi't 13 2, ta nghi ngay d&€n ménh dé phi dinh cla né6 1a
f(x) khong dat gid tri nhé nha't 1a 2, tifc tdn tai x sao cho f(x) < 2.

Nhan thdy : x>+ x + 1 > 0 véi moi x. Do d6 :

fx) <2 xXC+x+ 1 +x2-x+ 1 +2x +x+14/2 —x+1 <2

& 2x2 + 2 + x+ 140X = x+1 < 0 (vo 1i).
Viay f(x) > 2 v6i moi x.
f(x)=2khix=0
Vay ham s dat gid tri nhé nhat1a 2 khi x =0.”
Binh luan : Sai ldm trong viéc &y phii dinh ciia ménh dé “f(x) dat gid tri nhé nhdt la 2.
b,) Chitng minh loai dan
Vi du 1: Chitng minh ring phuong trinh : 3* + 4* = 5* ¢6 mot nghiém duy nhit. Tim
nghiém do.
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Gidi:3*+4"' =5 < (%j +(i] =1.

5
3 2
— Véix=2,taco: [gJ +(
4

X 2 X 2
— Vé6ix<2, (%) > (%) va (gj > (%j (do ham s6 y = a* nghich bi€n khi a < 1)

W | &~

2
j =1 ding. Vay phuong trinh c6 nghi¢m x = 2.

= (%) +(%) >1 = Phuong trinh vd nghi€ém.

— V6i x > 2 (chiing minh tuong ty).
K&t luan: Phuong trinh chi ¢6 mot nghiém duy nhd't x = 2.
Vidu 2 : Pinh li ddo vé diu cta tam thdc bac hai.
Véi tam thite f(x) = ax® + bx + ¢, ¢6 ba trudng hop xdyra : A=0, A <0 hay A> 0.
— THI1 : A=0= af(x) > 0 v6i moi x.
Nhung theo gid thiét, c6 oo ma af(a) < 0. Vay khong thé xay ra trudng hdp nay.
— TH2: A< 0= af(x) >0 v6i moi x.
Nhung theo gia thi€t, c6 o ma af(a) < 0. Vay ciing khong thé xay ra trudng hgp nay.
— Tur cdc két qua trén suy ra A > 0. Do d6, phuong trinh c6 hai nghiém phan biét x;, X,
(X1< X, ) va,
af(x) > 0 v6i Vx thod : x < x; hay x > X,,
af(a) < 0 v6iVx thod : x; < X < X,,
af(o) < 0 (theo gid thi€t) = x; < a. < X,.
B Luu y : Viéc st dung phuong phdp loai din doi héi phdi xem xét that day dd cdc
trudng hop c6 thé x3y ra.
b;) Chitng minh quy nap
Cho ménh dé chita bi€n P(n) véi n € Z. D€ chitng minh P(n) ding v6i Vn > a, a 13 hiing
sO thudc Z, ta 1am theo cdc budc sau :
Budc 1 : Chitng minh ring P(a) ding.
Budc 2 : Gia st P(k) ding, v6i k > a tuy y, chiing minh P(k + 1) ddng.
Budc 3 : K&t luan P(n) ding v6i Vn > a.
Phuong phdp quy nap todn hoc nay (goi tit 1a phuong phdp quy nap) dit cd s§ trén
nguyén li quy nap da trinh bay trong muc 4.2.
Vi du: Ching minh riing v6i V n > 3 ta ludn ¢6
2">2n+ 1 (1).
Giai :
— Véin=3tacé: 2°> 6+1 diing. Vay (1) ding vdin = 3.
— Gia st (1) ddng v6in =k > 3, titc 12 : 25> 2k + 1 ding (¥).
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Ta cin chitng minh (1) ciing ding v6i n =k + 1, nghia 13 can chiing minh :
21> 2(k + 1) + 1 hay 2" > 2k + 3.
That vay, ta co :
28> 2k + 1 = 2> 4k + 2 = 2k + 2k + 2> 2k + 3 (dpcm).
— Kétluan2">2n+ 1 véi Vn > 3.

4.6. Tim toi phuong phap chiing minh

Day hoc chitng minh ciing 14 day hoc gidi todn. Do d6, hoat ddng tim tdi chitng minh
ciing c¢6 nhitng dic trung clia hoat dong tim toi phuong phdp gidi mot bai todn, ma ta s& dé
cp trong muc D cdia phin 2.

0 day, ta chi trinh bay mé6t vai phuong phdp dic thu hon cho hoat dong tim toi chiing
minh, d6 12 phuong phdp phan tich di 1én va phuong phdp phan tich di xudng.

B Trong chitng minh tryc ti€p, ta phai xudt phat tir tién dé (gid thi€t hay tif ménh dé
ding di bi€t) d€ suy ra tinh ding din ctia ménh dé cin chiing minh, nhd vio viéc 4p dung
céc quy tic suy dién.

Vi du: Chiing minh bat didng thifc Bunhiacopxki. Vi moi a; va b; thudéc 0 ,i=1, ...,n
ta co :

(b, +...+a,b, ) s(af+...+ai)(bf+...+bi) (*)

Ching minh : V6imoia;, b;e [1,i=1,2,...,n,tacd:
(ax+b)2+...+(a,x+by))2>0vG6i V x

:>(a12 +...+aﬁ)x2+2(albl +...+anbn)x+(b12 +...+bﬁ)2 0,vx (1)

— THI:N&u aj +aj+...+a2 =0=a;=a,=... =a, = 0 = (¥) diing.

2
n
— TH2:N&u aj +a3 +...+a2 # 0. Xem v€ trdi cdia (1) nhu tam thitc bac hai, d6i sd x.
(1) = A <0

= (ajb; +...+2a,b, )’ —(al2 +..+al )(bl2 +...+bﬁ)£ 0
= (apb, +...+a,b, )’ < (al2 +..4al )(bl2 +...+bﬁ)
B Van dé d:it rala 1am sao phdt hién ra ménh dé xui't phat ?
Dé€ gidi quyét van dé nay, ta thudng st dung cidc phuong phap phan tich sau day.
4.6.1.Phuong phdp phdn tich di lén
Gia st cAn chitng minh ménh dé T 14 ddng. Ta lam nhu sau :
—  Xuat phdt tir T, xem T c6 13 hé qua logic cia mot ménh dé T, nao d6 khong (T <
T)).
(Ta hay ty hdi : Mudn chitng minh T ta cin chiing minh cdi gi ?).
—  Xud'tphat tir T, xem T, c6 12 hé qua logic clia mot ménh dé T, ndo dé khdng (T, <
T).

74



(Mudn chitng minh T, ta can chiing minh cdi gi ?)

— Cudi ciing di t6i ménh dé T,, da biét 1a ding.

S0 dd cda phantichdilénla : T< T, &« T, < ... & T, (da biét 1a diing).
Vi T, ding, nén T ddng.

B Trinh bay ching minh

Phan tich trén cho phép tim ra ménh dé T, ding di bi&t. Tir d6, c6 thé trinh bay lai
chirng minh nhu sau :
T, >T.1=..=>T, =T, =T (dpcm)
Vi du 1: Tim ménh dé xui't phat trong chitng minh bat ding thitc Bunhiacopxki & trén :
(aib; +...+a,b, )" <(a +...+a7 )(b +...+b] ) (T)

—  Pé chitng minh T, ta di chitng minh:

(aib; +...+a,b, )" =(a7 +...+a2 ) (b7 +...+ b2 ) <0 (Ty)

— Nhan xét : bat ding thifc nay c6 dang : B2 - AC, dang dinh thifc A’ cia mot tam thifc
bac hai f(x) = Ax> + 2Bx + C. Do d6, @€ c6 dugc (T)), ta cAn chitng minh ménh dé T, sau
day :
£x) = (af +..+a] )x*+2(aby +...+ab, ) x +(b] +..+b2 )20 Vx.

- Pé chirng minh T,, ta cin chdnh minh :
(ax+b)2+...+(x+by)220 Vx(T;).
— Tsla ménh dé ludn ding.
Vi du 2 : Cho dudng tron tim O. Day cung AC va dudng kinh AB ctia dudng tron lap
thanh géc 30°. Ti€p tuyén véi dudng tron tai C cit AB kéo dai tai D. Chitng minh ring:
AC=DC.

e Phan tich:
—  Mu6n chitng minh AC = DC (T), ta cin chitng minh tam gidc ACD can tai C (T))
—  Muén chitng minh tam gidc ACD can tai C, ta cAn chiing minh EDA =30° (T)

—  Mudhn ching minh T, ta cAn ching minh géc E0D = 60° (T5)
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Tj_,.].

— Mu6n chitng minh Ts, ta cAn chitng minh géc ACO =30° (Ty)
—  Mudn chitng minh Ty, ta can chiing minh tam gidc AOC cin & O (Ts)
—  Mu6n chitng minh tam gidc AOC cin & O, ta can chitng minh AO = OC (T - ménh
dé ding).
e Trinh bay ching minh :
AO = OC (vi déu 12 ban kinh dudng tron)
— Tam gidc AOC can & O = ACO=30°(vi CAO =30° theo gia thi&t)
— 0D =60’ (g6c ngoai cua tam gidc cin AOC)
= EDA =30° (tam gidc OCD vudng & C, do bén kinh OC vudng géc véi ti€p tuyén
CD)
= A ACD can § C (vi EAD =EDA =30°)
= AC = DC (dpcm).

B Chu ¥, trong nhi€u bai todn, ta c6 thé dat dugc ddu <> gilfa tat cd cdc ménh dé T;va

Khi d6, khong can trinh bay lai chitng minh.
4.6.2. Phuong phdp phén tich di xuéng
Gi4 sl cAn xdc dinh tinh ding, sai cia ménh dé T.
XuA't phat tir T, ta suy luin theo so dd sau:
T=T, = T,= ....= T, (da bi€t la ding hay sai).
— N&uT, sai, ta k€t luan T sai.
— N&u T, diing, ta chua k&t luAn dugc gi vé chan tri clia T.
Khi d6, can ki€ém tra sd @6 ngudc lai: T, = T, = ... > T,=>T, =T
Néu suy luan nay ding, thi k€t luan T ding.

B Nhu viy, phuong phdp phan tich di xuéng cé thé diing d€ bac bd mdt ménh dé hoic

dé tim ra ménh dé xui' phat cho chitng minh.

Vi du: X4c dinh chan tri cia ménh dé sau :

« Cho dudng tron tim O. Hai dudng kinh AB va CD vudng géc v6i nhau. M, N 1an lugt

12 trung di€m ctda AO va OB. CN cit dudng tron tai I. IM cit dudng tron tai J. CM cit dudng
tron tai K. Khi d6 : EMI=90" ».
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Gidi: EMI=90° (T)

—1J// KD (T))
= Uk =PI (T,)
— UKk =KD

(doKD=1ID) (Ts)
— JCK=KCD (T,
= A JCL ciantai C (Ts)
— JM =ML (Te)




= AJMA = ALMO (T,)
— JAM =90° (Ty)
= AAJB c6 hai géc vudng (sai). (Ty)

K&t ludn, ménh dé trén sai.

Cau hoi va bai tap

. Day hoc mot tinh chat hay mot cong thitc todn hoc ¢é thudc vé tinh hudng day hoc dinh li

khong? Vi sao?

. Phan tich vu di€m va nhudc diém cia tirng ti€n trinh day hoc dinh Ii.

. C6 thé khing dinh riing ta ¢4 day hoc mdt dinh 1i ndo dé theo phudng phap tich cyc néu

ta 4p dung ding ti€n trinh Thyc nghiém/ Suy ludn hay ti€n trinh Bai todn — Pinh 1i?

. Trinh bay cdc phudng phip day hoc c¢6 thé van dung ng v6i mdi ti€n trinh day hoc dinh

li da néu trong gido trinh.

. Lam sao phat huy tinh tich cuc, doc 1ap clia hoc sinh trong cdc gid day hoc vé dinh 1i?

. Xay dung cdc phuong dn khdc nhau day hoc céc dinh Ii sau:

a) Dinh 1i vé phuong tich ciia mot diém ddi véi dudng tron (Hinh hoc 10, NXB GD
2002).

b) Pinh li vé ddu cla tam thic bac hai (Pai sé 10, NXB GD 2001).

c) Pinh i ddo vé diu cta tam thic bac hai (Pai sd 10, NXB GD 2001).

d) Pinh i cosin trong tam gidc (Hinh hoc 10, NXB GD 2001, tr. 45).

e) Pinh 1i 1 vé& dudng thing song song v6i mit phing (Hinh hoc 11, tr. 29, NXB GD
2001).

. Chon mot dinh i thich hgp trong sdch gido khoa va xay dung mot phuong 4n day hoc dinh li

nay theo ti&n trinh Thyc nghiém/ Suy luan (c6 thé ¢6 su trg gitip cla cong nghé thdng tin).

. Liy mot vi du vé chitng minh d€ minh hoa vé cdc thanh phin trong ciu tric cia ching

minh.

. 0 bac THPT c6 nén va c6 thé c6 cd hdi thuc hién yéu cau “Lam cho hoc sinh thiy dugc

su cAn thi€t phdi chi'ng minh™?

10. Phan tich su khac biét gitta Tién dé va Tién dé, giita Tién dé va Gia thiét.

11. LAy c4c vi du minh hoa vé céc loai chitng minh khac nhau (khong tring véi cdc vi du cho

trong gido trinh).

12. Phin tich cdc bai lam sau diy ciia hoc sinh, tng v6i mdi bai todn da cho.

a) Baitodn 1 : Chitng minh ring néu

a+b+c>0 (1)
ab+bc+ca>0 (2) thia>0,b>0vac>0.
abc>0 3)

Bailam cda hoc sinh :
“Do vai trd a, b, ¢ nhu nhau, nén chi can chitng minh a> 0 13 dd.
Gia st ngudc laia < 0.
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Tir 3) = be < 0
T (2) = a(b+c)>-bc>0=b+c <0
Tira<0,b+c<0 = a+b+c<0(miu thuin vé6i gid thi€t 1). Vay a > 0.”
b) Bai todn 2 : Chitng minh ring, néu tam gidc ABC thod min a = 2bcosC thi ABC Ia
tam gidc can.
e Bailam cua hoc sinh 1:
“Ké dudng cao AH.

a=BC=BH + HC ; BH = c.cosB; CH = b.cosC
= a = c.cosB + b.cosC = 2b.cosC (gia thi€t)
= c.cosB =b.cosC = BH = HC
= AH vira 1a dudng cao vira la trung tuyén
= A ABCcantai A
e Bai lam cua hoc sinh 2:
“Gia st tam gidc ABC can tai A, ké dudng cao AH, ta c6:

HC=2.
2

Xéttam gidc AHC ta c6 : cosC = 2%) < a = 2bcosC.

Vay néu tam gidc ABC cin & A thi ta luén c6 hé thitc
a = 2bcosC.”
e Bailam cta hoc sinh 3 :
“Gia su tam gidc ABC can tai A. Lic d6 ta ¢6 b = c. Thay vao dinh li cosin :
c2=a2+ b2 - 2abcosC
ta c6 : b2 =a2+ b? - 2abcosC
= a? = 2abcosC = a = 2bcosC.
Nhu vy, gid stf clia ta 12 chdp nhan dugc, nén bai todn dugc chitng minh.”
e Bailam cua hoc sinh 4 :
“Theo dinh Ii cosin ta c6 : ¢2 = a2 + b2 + 2abcosC (1)
Néub=c, thayb=cvao (1):
c2=a?+ b?-2abcosC = a2 = 2abcosC = a = 2bcosC (2)
Theo (2), ta dad tim dugc canh b = ¢, goc ABC = BCA thod a =2bcosC. Ma b=c = A
ABCcintai A”.

c) Baitodn 3: Cho diy sd (b,) x4dc dinh bdi :



1
bl =3
n4l =75 vGivVn2>1
n

Ching minh riing diy (b,) bi chin.
e Bai lam cua mot sinh vién:
“b, = %;b2= % :by = %.Dé nhin thdy ring : b,> 0 v6i moin > 1.
Ta chdng té (b,) bi chiin trén bdi 2.
Gia st nguoc lai (b,) khong bi chin trén bdi 2. Khi d6, ton tai byy> 2 = b, = ﬁ<0

(V6 1i, vi b,> 0 v6i moi n > 1). Vay, (b,) bi chin trén bdi 2 = Day (b,) bi chan”.
13. Diing phuong phap phan tich di Ién d€ tim cdch gidi cdc bai todn sau, sau d6 diing phuong
phép tdng hgp d€ trinh bay lai 15i gidi:
a) Baitoédn I : « Chitng minh ring, n€u phuong trinh x2 - (m-2) x + m(m-3) = 0 ¢6 nghiém
duong x; thi phuong trinh m(m — 3) x2- (m —2) x + 1 = 0 c6 nghi€ém duong 1/x;. »
b) Baitodn 2: Cho tam gidc ABC vudng tai A, cdc canh géc vuébng AB=cva AC=b. M
12 di€m trén BC. Goi géc BAM = a.. Chitng minh riing :
be
bcosa +csina
14. Xét bai todn : « Cho tam gidc ABC c6 dudng cao BD va CE. Goi F 13 trung di€m ctia BC.
T F ha FG vudng géc v6i DE. Chitng minh ring : DG = GE »
a) Dua vao phudng phdp phan tich di 1én hiay xay dung mot hé thdng ciu hdi d€ hudng
din hoc sinh tim ra 13i gidi cho bai todn trén.

AM =

b) Trinh bay lai 15i gidi bing phuong phap tdng hgp.
15. Dung phuong phdp phan tich di xudng dé bac bé ménh dé sau :

« Tdn tai it nhat mot gid tri ciia tham s& m d€ hé phudng trinh sau c6 nghiém :

{x +y+m=1

. »
Xy+mx+my=1

16. Cho cac bai toan :
2 2

a) Chitng minh riing, n€u xy = 1 va x>y, thi ~—~— > 242

b) Chiing minh ring néu : a;a, = 2(b; + b,) thi it nhat mot trong hai phuong trinh x* + a;x +
by =0 va x* + a,X + b, =0 ¢6 nghiém.
Gidi cdc todn trén bing hai phuong phdp chitng minh tryc ti€p va ching minh gidn tiép.
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C. Day hoc tri thitc phuong phap

Trong céc tinh hudng day hoc khai niém, dinh Ii hay gidi todn c6 thé di bao ham day hoc
céc tri thitc phuong phap. Tuy nhién, viéc day hoc tri thirc nay mot cach doc 1ap va tudng minh
(duéi dang day hoc cic quy tic, phuong phdp, ...) cling chifm mot vi tri quan trong trong
chuong trinh day hoc todn & truding phd thong. Hon nita, tinh huéng day hoc nay ciing ¢ nhitng
nét dic thu. Chinh vi vay, phin nay sé danh cho né6 mot trinh bay chi tiét.

1. Khai niém Thuit toan (algorithme)

e Theo nghia chiit, “Thudt todn la mét day sdp thit tw cdc thao tdc cdn thuc hién trén
mot s6 hitu han cdc dit liéu, va ddm bdo rdang sau mét s6 hitu han budc sé dat dugc két qud
nao do. Hon nita, quy trinh nay djc ldp voi cdc dit liu” (Histoire d’algorithmes. Edition
Belin 1994).

Céc dic trung cd ban nhit cla thuit toin theo nghia chit la:
— Tinh hitu han: S& budc cin thuc hién, s6 dit liéu va cd so thao tdc can lam trong mdi
budc déu phai hitu han.
— Tinh x4c dinh : th€ hién & sy o rang, khong map md va thyc thi dugc cia céc thao
tdc cAn thyc hién trong mdi budc.
— Tinh ding din : V§i dif liéu vao cho trudc, sau mdt s& hitu han cdc budc dugc thuc
hién thi thuat todn phdi ddm bdo dem lai k&t qua va k&t qua nay 1a duy nhat.
e Theo nghia rong, thuit todn 12 mdt day hitu han cdc buéc can thuc hién theo mot thit
ty nha't dinh d€ gidi quy&t mot ki€u nhiém vy nao do.
Nhu vay, trong mdt thuit toin theo nghia rong, diy cdc budc can thuc hién cé thé
khong mang di cdc dic trung d3 néu & trén clia thuit todn theo nghia chit. Cu thé hon,

— MBQi chi din trong mot buc cé thé chua mo td mot cich xdc dinh hanh dong cin
thuc hién.

— (6 thé c6 nhitng bugc khong thuc thi dudc.
— K&t qua thuc hién mdi budc c6 thé khong duy nha't (khong don tri).
— Viéc thyc hién hét mot ddy hitu han cac bude khong ddm bdo chic chin dem lai két
qua.
e Hién nay, trong tin hoc, tir “thuit toan” dugc hi€u theo nghia chit. Nhung trong todn
hoc lai thudng dugc hi€u theo nghia rong.
Trong gido trinh nay, ta cling st dung thudt ngt “thuét todn’ theo nghia rong.

Vi du vé thuit to4an theo nghia chiit : Thuit todn Oclide tim USCLN ctia hai s6 tu
nhién a va b.

B1:Sosinha vab. Néu a =b thi két luin USCLN = a = b. N&u sai, qua budc 2.
B2 : LAy s6 16n trir di s6 nhd, ta dudc mot hiéu s6.

B3 : LAy s6 nhé va hiéu s6 trén 1am hai s& a va b méi 16i quay vé buéc 1.
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R& rang ring quy trinh nay két thic sau mot s6 hitu han buéc.
Chd y. Thuit todn nay dua trén tinh chat :
«V§i hai s6 tu nhién a, bva a>b, tacé : d = (a,b) = (a-b,b) »

0 trudng phd thong, ta d3 van dung nhiéu thuit todn theo nghia chit, nhu : thuit todn
gidi phuong trinh bic nhdt mot &n, thuit todn gidi phuong trinh bic hai mot 4n biing dinh thifc
A, thuit todn gidi hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n biing cong thiic Crame, ...

Vi du vé thuit toan theo nghia rong:

Vidu 1: Quy tic xét tinh chin 18 ctia him s& y = f(x) cho bing bi€u thic gidi tich f(x).
Budc 1 : Tim mién xdc dinh D cda f(x).
— Budc 2 : Xét xem D c6 1a tAp d6i xitng khong.

+ Né&u ding, chuyén sang budc 2.

+ Néu sai, k€t luan ham sd f(x) khdong chin, cling khong 18.
— Budc 2 : Tinh f(-x).
Budgc 3 : Xét xem f(-x) = f(x) v6i Vx € D hay khong.
+ Né€u ding, thi k&t luan f(x) 1a ham s6 chin.

+ N&u sai, chuyén sang budc 4.
Budc 4 : Xét xem f(-x) = -f(x) v6i Vx € D hay khong.
+ Né€u diing, thi k&t luan f(x) 12 ham s6 1.

+ Né€u sai, k&t luAn ham s6 f(x) khdng chdn, khong 1.

R6 rang, trong budc 3, khong c6 mot chi din roé rang nao cho biét lam thé nao d€ biét
f(-x) = f(x) v6i Vx € D hay khong. Vi th&, c6 nhiéu trudng hgp budc nay khong thuc thi dudc.
Nghia 1a, ta khong gidi dugc bai todn dit ra.

Vi du 2: Phudng phép gidi bai todn bing cdch 1ap phuong trinh.

— Budc 1: Chon 4n so. Pit diéu kién cho 4n s6. Bi€u dién cic dai lugng chua biét

qua 4n s6 va nhitng dai lugng di biét.

— Budc 2 : Lap phuong trinh thé hién mdi lién hé gitta cdc dai lugng.

— Budc 3 : Giai phuong trinh.

— Bu6c 4 : Kiém tra két qua, 131 gidi.

Viéc thuc hién budc 1 khong cho két qua duy nhét, vi ¢6 thé c6 nhiéu phuong 4n chon
an khdc nhau va do d6 cdc phuong trinh dat dugc trong budc 2 ciing sé khdng gidng nhau.

2.  Khai niém phuong phap
Phuong phép chi cdch thitc can thuc hién dé gidi quy&t mot ki€u nhiém vu nao do.

Ta phan biét hai loai phuong phap :
— Phuong phép c6 tinh thuit todn.
— Phuong phdp tim dodn.

2.1. Phuong phap c6 tinh thuit toan: 1a phuong phap c6 dic trung cia mot thudt todn
(theo nghia rong).
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2.2. Phuong phap tim doan

6] truding phd thong, khong phai lic nao ta ciing tim dudc cidc phuong phap c6 tinh thuit

toan d€ gidi quyét cdc van dé. Ching han, ta khong thé cé dudc thuat todn gidi cic phuong
trinh lugng gidc phic tap (phuong trinh khong thudc dang co ban da hoc).

Khi d6, viéc nim dudc mot s6 chi din hay mot s& 15i khuyén “cé 1i” c6 thé cho phép

tim ra 15i gidi bai todn dit ra, vi nhitng chi din va 15i khuyén nay cé thé gdi ra nhitng y
tudng, nhitng dinh huéng hop li cho viéc tim ki€m 15i gidi. Trong trudng hgp nay, ta néi ring

ta da

van dung phuong phdp c6 tinh chit tim dodn (hay ngdn gon la phudng phap tim dodn).
Ngay cé trong trudng hgp mot dang todn c6 thuit toan gidi nhung chua duge kham phd,

thi viéc tim ki€m thuit todn nay ciing thudng phdi van dung phuong phdp tim doén.

chat :

Mot s6 phuong phdp tim dodn thudng duing nhu : quy la vé quen, tuong ty hod, ...

Mot vi du khac: Phuong phdp giai phuong trinh lugng gidc phic tap.

Tim cdch dwa phudng trinh vé dang cd ban bing cich luu y cic diém sau:

— Né&u trong phudng trinh ¢6 nhiéu loai géc khdc nhau thi chon géc thich hop va thi¥
dua cdc géc khac vé géc da chon.

— N&u phuong trinh chifa nhiéu loai ham s6 lugng gidc thi thr gidm s& cdc ham s6
nay. Ching han dua tgx va cotgx vé sinx, cosx hay nguoc lai.

— N&u phuong trinh chifa biéu thitc bic cao thi thit ha bac biéu thiic nay.

— Tht bi€n d6i phuong trinh vé dang tich.

— N&u cdc cdch 1am trén khong mang lai k€t qud, hay phuong trinh c6 hinh thitc qué
dic biét, thir dung cdc phuong phdp dic biét nhu Pdi chitng, Podn nghiém va chiing
minh duy nhat, P4 thi, Tam thifc bic hai, ...

Tri thidc phuong phap
Trong nhiéu loai tri thirc”, ta quan tam dic biét dén hai dang tri thitc sau:
—  Tri thite sy vat (mdt khdi niém, mot dinh 1i, mot y&u td lich st, ...).

— Tri thitc phuong phép : 1a tri thitc vé phuong phdp ti€n hanh gidi quy&t mot ki€u
nhi€ém vu nao do.

Nhu vay, tri thitc phuong phap luén gin lién véi hai loai phuong phdp khdc nhau vé ban
Phuong phdp c6 tinh thuit todn va phudng phdp tim dodn.

Tu nay, d€ tién 1di, ta n6i ngin gon 14 tri thitc phuong phdp cé tinh thudt todn va tri

thitc phuong phdp tim dodn.

' Tham khdo Nguy&n B4 Kim (2004) trang 49-50.
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4. TaAm quan trong cua viéc day hoc tri thiic phuong phap

Cham ngdn Phap c6 cau™ : Vin hod 1a cdi gi con lai sau khi ching ta dd quén di nhitng
nhitng di€u hoc héi dudgc.

Ta cling thudng ndi : Phuong phdp la cdi gi con lai sau khi ching ta da quén di nhitng
ki€n thitc da hoc.

Nghia bong clia cdc phat biéu nay néi 1én vai trd khong thé thi€u ciia tri thifc phuong
phép trong hoc van clia hoc sinh, ciing nhu muc dich chi y€u clia day hoc néi chung, dé la
day hoc phuong phép.

Vi tri thitc phuong phdp ludn gin lién véi hai loai phuong phap khic nhau : Phuong
phép c6 tinh thuét todn va phuong phdp tim dodn. Do vay, day hoc tri thitc phuong phdp vira
1 co hoi tot dé phat trién & hoc sinh mot loai hinh tu duy quan trong - to duy thuit todn, vira
cho phép phdt trién & ho cic ning luc va pham chat tw duy doc 14p va sing tao.

Theo Nguyén B4 Kim (2004), phuong thifc tu duy thuit todn thé hién & nhitng hoat
dong sau :
— Thuc hién nhitng hoat dong theo mdt trinh tu xdc dinh phi hdgp v6i mot thudt gidi
cho trugc.
— Phan tich mot hoat dong thanh nhitng hoat dong thanh phan dugc thyc hién theo
mot trinh ty x4c dinh.
— MO ta chinh x4c qu4 trinh ti€n hanh mdt hoat dong.
— Kh4i qudt hod mot hoat dong trén nhitng dodi tugng riéng 1€ thanh mot hoat dong
trén mot 16p doi tugng.
— So sdnh nhitng con dudng khdc nhau cung thyc hi€én mdt cong vi€c va phat hi€n con
dudng tdi uu.
Ciing theo Nguyén B4 Kim (2004), phat trién tu duy thuit todn trong nha trudng phd
thong 12 can thi€t vi cdc 1i do sau day :

— Tu duy thuat todn gitp hoc sinh hinh dung dugc viéc ty dong hod trong nhitng linh
vuc hoat dong khic nhau clia con ngudi, g6p phan khic phuc su ngin cdch giita nha trudng
va x4 hoi tr dong hod. N6 gitip hoc sinh thdy dudc nén ting clia viéc ty dong hod, cu thé 1a
nhéan thic 16 dic tinh hinh thic, thudn tuy mdy méc clia qud trinh thyc hién thuit todn, dé 1a
cd s& cho viéc chuyén giao mot s6 chifc ning ciia con ngudi cho may thuc hién.

— Tu duy thudt todn gidp hoc sinh lam quen véGi cdch lam viéc trong khi gidi bai todn
bing mdy tinh dién t. Vi thi€t k&€ thuit todn 12 mot khau rat co bdn clia viéc 1ap trinh. Tu
duy thuat todn tao diéu kién cho hoc sinh thuc hién t5t khau nay.

— Tu duy thuit todn gitip hoc sinh hoc tip t6t nhitng mén hoc & nha trudng phd thong,
o nét nhat 12 mdn Todn.

2 Trich din lai ti “Tam li hoc v Gido duc hoc — T Piaget, ban dich ti€ng viét va binh luin ctia TrAin Nam Ludng va
Lé Pinh Phi, NXB GD 1997, trang 32).
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— Tu duy thuit todn ciing gép phin phdt trién nhitng ning luc tri tué chung nhu phan
tich, tdng hgp, khdi quat hod,... va hinh thanh nhitng pham chat cia ngudi lao dong mdi nhur
tinh ngin nip, ki luat, tinh phé phan va théi quen tu ki€m tra v,v, ...

Chu y : Day hoc tri thi'c phuong phdp c6 tinh thudt todn khong b6 hep trong viéc day
hoc van dung cdc thuit todn da bi€t, ma bao ham cd day hoc khdm ph4 thuit todn, phan tich
danh gid c4c thuit todn, tim thuit todn t6i uu, ... Do d6, day hoc tri thitc phuong phéap c6 tinh
thudt todn va tri thitc phuong phdp tim dodn déu gép phin rén luyén cic thao tic tu duy
(phan tich, tdng hgp, so sanh, ...) va phat trién cdc phdm chit tu duy (tinh ddc 1ap, tinh linh
hoat, tinh phé phdn,...), chi khdng phai tao ra é hoc sinh tinh rdp khuén may méc nhu mot
6 ngudi thudng lo ngai.

5. Day hoc tri thitc phuong phap

5.1. Céc cap do khic nhau vé day hoc tri thitc phuong phap

a) Day hoc mot cach tuong minh tri thiic phuong phdp

Trong trudng hdp nay, tri thiic phuong phép 1a doi tugng trung tAm ctia mot tinh hudng
day hoc cu thé va k&t qua 1a tri thic nay dugc trinh bay mdt cdch téng qudt va tuong minh
dudi dang mot quy tic, mot thudt todn, mot danh sdch cdc 1oi khuyén hay chi dan, ...

Ta thudng 4p dung cidp dd nay ddi vdi cdc tri thitc phudng phap cé tinh thuit todn, dudc
quy dinh o rang trong chuong trinh, sich gido khoa, nhu :

— Quy tic tinh (bing dinh nghia) dao ham ctia ham s6 y = f(x) tai di€m x,,.

— Phuong phép gidi va bién luan phuong trinh mdt 4n ax + b =0.

— Phuong phdp xét ddu ctia mot tam thifc bac hai.

b) Thong bdo tuong minh tri thiic phuong phdp trong qud trinh hoat dong

Khic véi cdp do trén, & day, tri thitc phuong phdp khong 1a ddi twong chi y&u clia mot
tinh huéng day hoc cu thé, ma chi dudc thong bdo trong qua trinh day hoc. Thong bdo nay c6
thé dugc lip lai trong nhiéu cd hdi khic nhau, & nhitng thdi diém khéc nhau.

Cap dod nay thudng dudc dp dung vdi cdc tri thitc phuong phdp khong dugc quy dinh rd
rang trong chuong trinh, sdch gido khoa (chd y€u 1a céc tri thitc phuong phdp tim dodn).

Vi du 1: Gido vién c6 thé truyén thu phuong phip gidi todn « Quy lg vé quen » bing
cdch nhan manh va thong bdo mot cdch rd rang cho hoc sinh phuong phdp nay thong qua
nhitng co hdi khac nhau. Ching han, khi thuc hién viéc chiing minh :

— Téng cic géc trong clia mot tf gidc bing 27 bing cich dua vé trudng hdp « tdng
cdc gbc trong cliia tam gidc ».

— Dinh li sin trong tam gidc biing cdch dwa vé trudng hgp tam gidc vuong, ...

Vi du 2 : Tri thitc phuong phdp vé gidi phuong trinh lugng gidc phiic tap « Néu phuong
trinh chita cdc biéu thitc lugng gidc bdc cao thi c¢é thé tinh dén viéc ha bdc ciia cdc biéu thitc
nay » ¢6 thé dude thong bao rd rang nhan co hdi gidi cdc phuong trinh dang nay, nhu :

sin3x + sin’x = ﬁ sin2x ;
sin’x + sin®2x + sin’3x + sin’4x =2 ;
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. 4 4 3—cos6X

sin"x +cos’ X = ——— ;
4

sin* X+ cos* x

1
=—(tgXx+cot gXx).
sin 2X 2(9 )

¢) Truyén thu ngdm dn thong qua viéc tdp luyén nhitng hoat dong dn khop véi tri
thitc phuong phdp

Trong trudng hgp nay, tri thitc phuong phdp khdng duoc trinh bay mét cdch téng qudt
va tuong minh dudi dang mot quy tdc, mot thudt todn, né ciing khong dugc thong bdo mot
cdch ré rang trong qud trinh hoat déng. Hoc sinh linh hdi né6 mdt cich ngan 4n, nhd vao viéc
thuc hién nhiéu hoat dong tuong thich véi mot chi€n luge, mot dinh huéng gidi quyét chung.
N6i cdch khéc, d6 1a nhitng hoat dong dn khdp vdi tri thirc phuong phdp nay. Nhu vdy, mic
do hoan chinh cda tri thitc rat khdc nhau & mdi hoc sinh, vi né hién dién & hoc sinh nhu mot
kinh nghiém ma tu ho rit ra dudc tif nhiéu trudng hgp hoat dong khac nhau.

Nhu vdy, cich thifc nay c6 thé 4p dung cho c3 tri thitc phuong phdp dudc quy dinh 1d
rang hay chi ngdm 4n trong chuong trinh, sach gido khoa.

DPé€ hoc sinh linh hoi t&t hon tri thitc phuong phdp dudi hinh thic nay, gido vién thudng
t6 chic cac hoat dong theo mdt muc dich xdc dinh tru6c, chit khong tuy tién.

Vi du 1: Hoc sinh c6 thé linh hoi dugc tri thitfc phuong phdp cé tinh chit tim dodn &
trong vi du 2 (muc b), n€u gido vién cd tinh cho ho gidi nhiéu bai todn dang nay vdi cling
mot dinh huéng « ha bic cic biéu thitc lugng gidc bic cao », nhung khdng thong bdo tudng
minh tri thitc do6.

Vidu 2 : Trong sdch gido khoa Pai s& 10, NXB GD 2001, phuong phép xét tinh chdn 1&
ctia ham s6 y = f(x) (nghia la cdch thic ti€n hanh hoat dong nhan dang ham s6 chin, 18) chua
dudc trinh bay ro rang dudi dang mot thuat todn.

Day hoc tri thitc phuong phap nay cé thé dugc thuc hién theo cip dd a, nghia 12 né
dudc trinh bay duci dang mot diy hitu han cdc budc cin thuc hién (ching han nhu trong vi du
1, muc 1).

Né&u 4p dung cip do c, phuong phdp xét tinh chin 18 khong dugc trinh bay mdt cich
t6ng qudt va tudng minh. N6 chi hién dién ngdm 4n qua mot s6 cdc vi du cu thé trong d6
viéc xét tinh chin 1& ctia ham s& luon dugc thyc hién theo ciing quy trinh. Ching han :

Xét tinh chdn 1& ctia ham s6 f(x) = -2x* + 2x* + 1.

Giai :

— Ham s6 xdc dinh trén [ .

— V&imoi xell taludbncd —xell .

— Ta co,

f(-x) = -2(x) *+ 2(x) 2+ 1 = -2x* + 2x* + | = f(x).

Vay f(x) 1a ham s6 chin.
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5.2. Mot s ti€n trinh day hoc tri thitic phuwong phap cé tinh thuit todn mot cach
tuong minh

a) Tién trinh suy dién

Budc 1 : Trinh bay bai todn®' tdng quat T cAn gidi quyét.
Bué6c 2 : Tim ki€m va trinh bay phuong phap d€ gidi T.
Bué6c 3 : Vi du minh hoa, luyén tip cling ¢ phuong phap.

Trong ti€n trinh nay, trudc hét 13 kham pha phuong phép gidi cho trudng hop tdng quat
(tri thitc phuong phédp can truyén thu), sau dé méi 4p dung vao cdc trudng hop riéng, nghia 1a
di tir trudng hdp tdng quat dén cdc trudng hdp don 18.

DPé€ phat huy tinh tich cuc ciia hoc sinh, gido vién nén t6 chitc cho ho ty thuc hién céc
buéc 2 va 3. Tuy nhién, trong mot s6 trudng hop, & bude 2, gido vién bd qua giai doan tim
ki€m phuong phap ma gidi thiéu truc ti€p ngay phuong phdp nay.

Vi du : Bai « So lugc vé hé phuong trinh lugc gidc mdt 4n » (Pai s& va Gidi tich 11,
NXB GD 2001).

TU phan tich chuong trinh va séch gido khoa, ta rit ra muc dich yéu ciu clia bai hoc 1a :
cho hoc sinh 1am quen véi mot vai phuong phdp gidi mot s6 hé phuong trinh lugng gidc cd
ban.

Nhu vay, bdn chat clia tinh hudng 1a: day hoc tri thitc phuong phap c6 tinh thuit todn.

e Bu6c 1. Gido vién trinh bay bai toan tdng quit cin gidi quyét : «Gidi mot s6 hé phuong
trinh lugng gidc mot An don gidn».

e Budc 2. Gido vién gidi thi€u hai phuong phédp gidi :

+ Phuong phédp 1 :

— Chon gidi 1 phuong trinh don gidn nha't.

— Thé€ cdc nghiém di tim dugc (néu c6) vao cidc phuong trinh con lai d€ xdc dinh
nghiém cla hé. Néu nghiém nao thod min tit cd cdc phudng trinh con lai ndy, thi
d6 1a nghiém ctia hé, n€u khong thi loai.

+ Phuong phdp 2 :

— Giai tit cd cdc phuong trinh c6 miit trong hé.

— Tim tit cd cdc nghiém chung clia moi phuong trinh cia hé. D6 chinh 1a céc
nghiém ctia hé.

e BuGc 3 : Vidu 4p dung va luyén tap phuong phép.

1. Gi&i hé phuong trinh sau bing hai phuong phdp da néu :

sinx =—
2

tgx=1

2. Chon phuong phap thich hgp d€ gidi cdc hé phuong trinh sau :

2! Thuét ngi¥ bai toan vin dugc hidu theo nghia rong nhu § chuong trudc.
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b)
3

. T
SI(X——) = —
(x=7)=—

T
4x——) =1
N ZCosX—\/_zo cos( 3)
4sin’ Xx—5sinXx+2=0

b) Tién trinh quy nap

e Budc 1 : Gidi mot sd bai todn cu thé ciing dang.

e Budc 2 : Nhan xét phuong phap chung thé hién trong 15i gidi cdc bai todn trén.

Tir d6, néu bai todn tdng quat T va phuong phép gidi T.

e BuSc 3 : Cling ¢, luyén tip phudng phap qua viéc gidi cdc bai tap cu thé khac thudc
dang T.

Hoic, mot bi€n thé khic :

e BuGc 1. Trinh bay bai todn tdng quat T cin gidi quyét.

e Bugc 2 : Gidi mot s6 bai todn cu thé thudc dang T.

e Bu6c 3 : Nhan xét phuong phap chung thé hién trong 15i gidi cdc bai toan trén.

Tir d6, néu phuong phap tdng quat dé gidi T.

e Budc 4 : Cling c6, luyén tap phuong phap qua viéc gidi cdc bai tip cu thé khic thudc
dang T.

Nhu vy, phuong phdp gidi bai todn tdng quét (tri thifc phuong phdp cin truyén thu)
dudc khdi quat hod tir phudng phdp gidi mot sd bai todn cu thé. Néi cdch khéc, tién trinh nay
di tir cdc trudng hop riéng 18 dé€n trudng hop tdng quat.

Vi du : Day hoc tri thitc phuong phdp vé gidi phuong trinh bac hai d&i v6i mot ham s&
lugng gidc.

e Bugc 1. Gido vién néu bai todn can gidi quyét : « Gidi phudng trinh bac hai ddi véi
mdt ham so lugng gidc ».

e BuSc 2. P& nghi hoc sinh gidi cdc phuong trinh sau :

sin’x + 2sinx —3=0;
2c0s’x + \/Ecosx -2=0;
cotg’3x — cotg3x —2 = 0.

e Budc 3. Gido vién huéng din hoc sinh nhian xét cc 15i gidi trén dé rit ra di€m chung

trong phudng phap gidi va néu phuong phip tdng quat d€ gidi dang phuong trinh nay.
— Pitham s6 lugng gidc dd cho bing 4n phu t (ching han sinx =t, cotg3x =1t, ...).

bit diéu kién cho t (n€u cé).

Pua phuong trinh ban dau vé phuong trinh 4n t.

— Gidi phuong trinh theo t.

Kiém tra diéu kién d€ loai mot sd gia tri t tim dudc.

Gidi phuong trinh theo x v6i cdc gid tri tuong Gng cia t.
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e Budc 4. Hoc sinh ti€p tuc gidi cdc phuong trinh sau :
J3tgx—(1+3)tgx+1=0 ;
2c0s*2x — 3cos2x + 1 =0 ;
cos’x + sinx + 1 = 0.

5.3. Day hoc tri thitc phuong phap tim doan

N6i chung, sdch gido khoa khong phéi 1a ndi trinh bay mdt ciach r6 rang cdc phuong
phép c6 tinh tim dodn. N6i cdch khéc, tri thiic nay khong phdi 1a d6i tugng day hoc tudng
minh. Chinh vi th€, viéc truyén thu né thudng dugc phé thac cho bin thin ngudi gido vién.

Thuc t&€ day hoc cho thay, khong it gido vién da khdng y thiic dugc vé trach nhiém phai
truyén thu tri thifc phuong phdp tim dodn, hoic khdng bi€t truyén thu né thé nao.

Ching han, vdi bai « Phuong trinh thudn nhat bac hai d6i véi sinx va cosx » (Pai sd va
Giai tich 11, NXB GD 2001) : asin’x + bsinxcosx + c.cos’x = d (1), thi muc tiéu day hoc chi
y&u 12 truyén thu hai tri thiic phuong phap c6 tinh thuit todn sau day.

Phutong phdp dua vé tgx :

o Xét truding hop cosx # 0 (tic 1 : x # % +kn) :

— Chia hai v€ clia phuong trinh (1) cho cos’x d€ cé dudgc mdt phuong trinh bac hai (hay

bac nhat) theo tgx.

— Giai phuong trinh theo tgx tir d6 tim x.

e Xét trudng hgp cosx =0 (tdcla : x = §+ kn) : Thay truc ti€p x = % + km vao phuong
trinh (1) xem né c¢6 phai la nghiém ctia phuong trinh hay khong.

Phutong phdp dua vé phuong trinh bdc nhdt doi véi sin2x va cos2x :

< LA . N . 1—-cos2x I+cos2x . . L.
e Diing cdc cong thitc ha bac : sin’ X == cos’ X e va cong thifc sin2x

= 2sinxcosx d€ dua phuong trinh vé& dang quen thudc Asin2x + Bcos2x = C (2).

e Giai phuong trinh (2).

Tuy nhién, n€u c6 y thitc vé viéc truyén thu tri thic phuong phdp tim dodn, thi day
ciing 12 co hdi thuc hién viéc nay. Cu thé, thong qua quéd trinh tim ki€m 15i gidi cho dang

phuong trinh : asin’x + bsinxcosx + c.cos’x = d ¢6 thé rit ra va nhidn manh trén hai dinh
huéng phuong phdp sau :

— Né&u phuong trinh chita cdc bi€u thiic bac cao, thi ¢6 thé tinh dén viéc ha bic cic
bi€u thifc nay.

— N&u phuong trinh chita nhiéu loai him s& lugng gidc, thi c6 thé bién ddi lam gidm
bt s6 ham s6 ludng gidc (trong vi du trén, ta di dua phuong trinh chita hai ham s&

sinx va cosx vé chi con chita tgx).

Céc tri thitc phuong phdp tim dodn nay sé dudc van dung va clng cd khi day hoc bai
« Nhirng phuong trinh lugng gidc khac » (xem vi du trong muc 2.2).

88



Chii ¥ : Ta ciing c6 thé day hoc tri thitc phuong phdp tim dodn mot cich tudng minh, dit
n6 khong dudgc néu 1én rd rang trong siach gido khoa. Trong trudng hdp nay, mot bang danh
sdch cdc 16i khuyén hay chi din s& dugc thi€t 1ap (theo con dudng quy nap hay suy dién,
tuong ty nhu day hoc tri thifc phuong phdp c6 tinh thuit todn).

Cau hoi va bai tap

1. C6 thé xem phuong phap day hoc mot khdi niém theo con dudng quy nap nhu la mot
thuét todn khong ?

2. Day hoc cdch thitc ti€n hanh day hoc mot dinh li todn hoc c6 12 mdt tinh huéng day hoc
tri thirc phuong phap khong ?

3. Day hoc tri thitc phuong phdp nhu th€ nao thi méi ddm bam cédc dic trung clia phuong
phap day hoc tich cuc ?

4. Ngoai tri thi'c phuong phdp cé tinh thuit todn quy dinh trong chuong trinh va sidch gido
khoa, c6 cin thi€t phdi truyén thu cho hoc sinh cdc tri thitc phuong phap khac hay khong ?

5. Phantich cdc y ki€n sau :

— Day hoc tri thitic phuong phdp va day hoc tri thitc sy vat déu c6 tAm quan trong ngang
nhau va khong thé tich rdi nhau.

— Day hoc nhan dang mdt khdi niém 1 tinh hudng day hoc tri thitc phuong phap.

— Day hoc tri thifc phuong phdp c6 tinh thuat todn theo ti€n trinh quy nap luén ddm bdo
cac dac trung ciia phuong phap day hoc tich cuc.

— Day hoc tri thitc phuong phdp c6 tinh thuit todn sé tao ra & hoc sinh ki€u tu duy rdp
khudn, may méc, khong linh hoat.

— Day hoc tri thitc phuong phdp khong tao diéu kién phét trién & hoc sinh cdc ning luc
tri tu€ chung nhu phan tich, so sanh, té’ng hop, khdi quét hod, ... va cic phé’m chat tu
duy nhu tinh linh hoat, tinh phé phén, tinh sdng tao, ...

6. Cho vi du vé ba cAp do day hoc tri thifc phuong phdp (khdc véi cdc vi du dd néu trong
gido trinh).
7. Xay dung mot ti€n trinh day hoc cdc ndi dung sau :

— Phuong trinh bac nhit doi véi sinx va cosx (Pai s6 va Giai tich 11, NXB GD 2001, tr.
66).

— Cdc dang vd dinh (Pai s6 va Gidi tich 11, NXB GD 2001, tr. 126).

— Phuong phdap quy nap todn hoc.

8. C6 thé day hoc tri thifc phuong phép vé chiing minh hai dudng thing song song trong khong
gian & thdi diém nao? Hay xay dung mdt ti€n trinh day hoc tri thifc phudng phap nay.
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D. Day hoc giai ciac bai toan

1. Khai niém bai tap, bai toan

Phén biét mot cadch rd nét hai khdi niém Bai todn va Bai tdp 1a mot viéc kha khé khan
va phtc tap. Do d6, hién nay dang c6 nhiéu quan niém khéc nhau vé cdc khdi niém nay. Sau
day 1a ba quan niém chi y&u thé hién qua nhitng doan trich tudng ng.

Quan niém thi nhat xem bai tip 1a mot rudng hop riéng ciia bai todn.

Bai todn 12 “tdt cd nhitng cdu héi can gidi ddp vé mot két qud chua biét can tim bdt ddu
tix nhitng mot s6 dit kién, hodc vé phuong phdp cdn khdm phd, ma theo phuong phdp nay sé
dat dugc két qud da biét” (Tir dién « Petit Robert »).

“Bai todn. 1. Cau héi can gidi ddp bdng cdc phuwong phdp logic, hop i trong linh vyc
khoa hoc. 2. Bai tdp & hoc duong, do la tim cdc cdu trd 1oi cho mdt cdu héi ddt ra, bdt dau tiv
cdc dit kién da biét” (Le petit Larousse, 1999).

Theo trich doan thit hai, trong pham vi trudng hoc bai todn dugc hi€u 1a mot bai tap.

Quan niém thi hai xem bai todn la trudng hgp riéng cla bai tap.

“M{t bai todn (todn hoc) la mot bai tap nghién citu (exercice de recherche), ma doi vdi
nguoi mudn gidi quyét né, dé la mot thach thitc. N6 doi hdi nhitng ndng luc va khd ndng hiéu
va van dung nhitng kién thitc vao nhitng tinh huéng mdi la > (J. Bair, 2000).

Quan niém thi ba phan biét hai khai niém bai tdp va bai todn.

“Tuy nhién, ciing can cé su phdn biét giita bai tdp va bai todn. DE gidi bai tAp chi can
yéu cdu dp dung mdy méc cdc kién thicc, quy tdc hay thudt todn da hoc. Nhung déi véi bai
todn, dé gidi dugc, phdi tim toi, gifta cdc kién thitc cé thé sit dung va viéc dp dung dé xit 1i
tinh hudng con cé mot khodng cdch, vi cdc kién thicc dé khéng dan truc tiép dén phuong tién
xit If thich hop. Muén sit dung dugc nhitng diéu da biét, can phdi két hop, bién doi chiing, lam
cho chiing thich hop vdi tinh huéng > (Tran Thiic Trinh, 2003).

Tai liéu nay dugc bién soan dwa vio quan niém thif nhat. Nhu vay, trong pham vi day
hoc todn, ta ddng nhat hai khdi niém bai todn va bai tap. Tuy nhién, cling cAn luu ¥ ring, khi
dé, mot bai tip hay bai todn theo nghia cla tdc gid Tran Thic Trinh, hoic mdt bai todn theo
nghia ca nhém Didactic todn néi trén déu dugc xem 13 bai todn.

2. Phan loai cac bai toan

Khong c¢6 mdt hé thong phan loai duy nhi't cdc bai todn. Sau day, ta trinh bdy mot vai
ki€u phan loai khdc nhau v6i muc dich 1am ré hon dic trung cia bai todn.

2.1. Bai todn c6 thuit todn gidi va bai todan khong c6 thuit toan gidi tong quat

a) Bai todn c6 thudt todn gidi tong qudt
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Phan 16n c4c bai todn trong chuong trinh todn phd thong déu thudc dang cé thuit todn
gidi tdng quat, nhu phuong trinh bic nhdt modt 4n hay hai 4n ; phuong trinh bac 2; phudng
trinh tring phuong; phuong trinh vo ti dang /f(x) = g(x) ; khdo sditham s6 bac 3 ; ...

Viéc nim vitng cdch gidi va rén luyén ki niing gidi dang todn ndy déng mot vai trd cd
ban trong day hoc todn & trudng THPT. Ngoai nhitng 1¢i ich khdc, né cho phép rén luyén tu
duy thuit todn cho hoc sinh. P6 1a mdt loai hinh tw duy quan trong, cin thi€t trong hoat dong
clia con ngudi, nhat I3 trong thdi dai ma cong nghé thong tin, ty dong hod di va dang xam
nhap vao trong moi linh vuc cla dJi song xa hoi.

Tuy nhién, viéc phat trién & hoc sinh ning luc tw duy sdng tao doi hdi phai thoit ra khdi
ki€u hoc tip trong d6 hoc sinh chi bi€t 4p dung mot cich mdy méc cic thudt todn da biét.
No6i cach khac, hoat dong tim toi chinh thuit todn giai phai déng vai tro trung tim trong hoat
dong gidi todn.

Quan di€m nay din tdi mdt phan loai chi ti€t hon cic bai todn trong dang nay :

— Céc bai todn c6 thuit todn gidi tong quit di biét.

— Céc bai todn c6 thuat todn gidi tong quét, nhung chua dude khdm ph4.

— Céc bai todn ma cdc thuit todn di bi€t td ra kém hiéu qud (cho 15i gidi dai, phic

tap, ...), con thut todn hiéu qua hon chua duge khdam pha.

e Bai todn thudc dang ma thuit todn gidi chua dugc kham pha:

Mot bai todn cAn gidi c6 thé thudc mot dang nio d6 c6 thuit todn gidi tdng quat.
Nhung & thdi di€m trudc khi thudt todn ndy dude kham ph4, thi d6 vin 13 mot bai todn mdi,
ma viéc gidi n6é doi hodi phai tuw duy mot cach sang tao.

Ching han, truSc khi thuit todn gidi phuong trinh bic ba tdng quat dudc khdm pha
bdinha bac hoc Cardano (Jér6me Cardan — theo cach goi ctia nguGi Phédp), thi viéc tim
nghiém cda cdc phuong trinh bac ba Ia bai todn 16i cudn sy quan tAm clia nhi¢u nha todn hoc
va 1a dong co clia nhiéu phat minh trong lich st to4dn hoc.

Nghién citu lich st phat trién cda todn hoc da ching té ring : hoat dong kham ph4
nhitng thudt todn méi hinh thanh nén mdt phan chd y&u clia lich sif clia todn hoc.

Nhu vay, ngay cd ddi v6i nhitng dang todn da c6 thuit toan gidi trong chuong trinh toén
phé thong, cling cho phép rén luyén tu duy doc 1ap va sing tao cho hoc sinh, néu gido vién
khong cung cAp sin cic thuit todn ndy, ma t6 chiic cho ho tu tim tdi ra thuat todn d6. N6i cach
khéc, can thoit khdi mo hinh truyén thong :

— Gido vién trinh bay thuat todn gidi tdng quat,

— Cho vi du minh hoa,

— Yeéu cAu hoc sinh 1am cdc bai tAp vin dung tryc ti€p thut todn vira cung cap.

e C4c bai todn ma thuit todn gidi da bi€t td ra kém hiéu qué cho phép phit trién cic
phdm chat tu duy : tinh linh hoat, tinh sing tao va dic biét1a tinh phé phan.

Ching han, 8 16p 9 hoc sinh d biét hai phuong phdp gidi mot hé hai phuong trinh bic
nhat hai 4n s§ : Phuong phdp th€ va phuong phip cong dai s&. Tuy nhién,  16p 10, hai thuit
todn nay td ra kém hiéu qua khi gidi quy€t bai todn gidi va bién ludn cdc hé phuong trinh c6
tham s6. Nhu cAu nay din t6i kham ph4 thuit todin mdi (phuong phap dinh thitc).
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b) Bai todn khong co thudt todn gidi tong qudt

Hoat dong gidi cdc bai todn dang nay cho phép hoc sinh c¢6 dudc nhitng sin phim tu
duy thé hién tinh sing tao, tinh mdi mé. Tinh m&i mé & diy thé hién & ning luc phat hién
van dé€ méi, tim ra huéng di méi, tao ra k&t qua mdi.

2.2. Bai todn md, bai toan dong

Theo G. Arsac, G. Germain va M. Mante (1988)%, bai toin md 12 bai todn cé cdc dic
trung sau :

a) Bai todn khong ¢ gdi ¥ vé phuong phap cling nhu khong cé gdi y vé 15i gidi hay két
qua. N6i cach khic diéu phai khing dinh khong dugc néu 1én mot cach tudng minh trong bai
toan. Do d6, bai todn khong c6 cau héi ki€u «chitng minh riing ...». Bai toan khong quy vé
4p dung truc ti€p nhitng thuit todn hay thd thuit gidi da bi€t (dic trung vé dé todn)

b) P& gidi dugc bai todn, phdi ti€n hanh cdc thao tic thuc nghiém, nhw md mim, dy
dodn va tht nghiém (dic trung vé cdch giai).

¢) Bai todan c6 phat biu ngin va d& hi€u va thudc vé mdt linh vuc nhan thic quen
thudc ddi v6i hoc sinh (dic trung su pham). Dic tring ndy nhim ddm bdo riing hoc sinh dé
dang nim dugc tinh hudng, va c6 thé ti€n hanh dudc cdc phép thi.

Ta goi bai todn dong 1a bai todn khdng c6 cic dic trung trén.

Vi du vé bai toan md : «N&u ABC 12 mot tam gidc bt ki v6i R 12 ban kinh dudng tron
o Ay a b c . .
ngoai ti€p, thi hé thic —— =——=——=2R diing hay sai 7».
sinA sinB  sinC

Ngugc lai, n€u bai todn dudc trinh bay dudi dang : «Gid sit ABC 1a mot tam gidc bat ki

b ¢
sinA  sinB  sinC
khong con 1a bai toan md. Trong nhitng bai todn dang nay, thong thudng chin 1i cia mot
ménh dé di dugc cho bi€t 1a ding. Van d& d6i v6i hoc sinh chi con tim cdch bit vi sao né
ding. Nhu N.Balacheff (1988) da viét : “Cdc tinh huéng day hoc todn da gdnh cho hoc sinh
trach nhiém vé cdi diing .

=2R », thi n6

véi R 12 bdn kinh dudng tron ngoai ti€p. Chirng minh ring :

Ngudc lai, trong bai todn md& két qui cin tim dugc trinh bay & dang md, chinh hoc sinh
phdi cdm nhan va sau d6 khing dinh dudc két qui nay nhd vao suy luan. Bai todn md tao cd
hoi cho hoc sinh phat trién ci nhitng kha ning thyc nghiém (md mim, thi nghiém, dy dodn,
...) va suy luan, phat trién ning luc va phdm chat tw duy va dic biét kha ning thich tng din
vGi cude song thuc tién. Qua thuc, trong thuc t& cudc sdng xa hdi cling nhu nghé nghiép, chan
1i thudng khdng ndy sinh mot cich tif nhién, ma trudc hét 1a k&t qua clia nhitng kiém nghiém,
md mam va du dodn.

Vi thé€, trong day hoc todn § trudng phd thong, nén ting cudng trinh bay va khai thic
cdc bai todn dudi dang bai todin md.

2.3. Bai toan tim toi va bai toan chitng minh

Theo G. POLIA (1965), c¢6 thé xé&p loai cdc bai todn theo hai dang :

22 Tham kh&o thém To6n Than (1995), Nguyé&n Vin Bang (1997).
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- Bai todn tim toi (probléme de détermination): Gidi bai todn tim t0i 12 tim ra mot doi
tugng ndo dé 14 cdi chua bi€t clia bai todn. Trong cic bai todn dang nay, dé bai khong cho
bi€'t trudc k&t qua cin dat t6i. Ching han, mdt hinh trong bai todn dung hinh, cic s (nghiém)
trong bai todn gidi phuong trinh, mdt phuong trinh trong bai todn 1ap phuong trinh, ...

- Bai todn chiing minh (probléme 2 démontrer) : Tim cdch khing dinh chan 1i clia mot
ménh dé. Nhu vay, két qua di dudc biét, vin dé 12 1am rd vi sao c¢6 k&t qua dé.

2.4. Bai toan thyc tién va bai toan toan hoc

2.4.1. Khdi niém co ban

Y. Chevallard (1984) va L. Coulange (1997) phan biét ba khdi ni€ém khdc nhau : Bai
todn thuc tién (Probléme concret), Bai todn phéng thuc tién (Probléeme pseudo —concret) va
bai todn todn hoc (Probleme mathématique).

Theo cic tdc gid nay, bai toan thyc tién thudc pham vi ngoai todn (Domaine extra-
mathématique), bai todn phdng thuc tién thudc pham vi phdng thuc tién (Domaine “pseudo —
concret”), con cac bai todn todn hoc thudc pham vi todn hoc.

C6 thé mo ta cac khdi niém nay mot cch tuong d6i nhu sau :

Bai todn thuc tién 13 bai todn ma cdc dir kién, cdc bi€n, cdc yéu ciu, cic ciu hdi, cic
mdi quan hé, ... chita dung trong bai todn déu 12 cidc y&u td cia thuc tién “thuc”.

Bai todn phong thuc tién 13 bai todn ma cic dit kién, cdc bién, cic yéu cau, cdc ciu
héi, cdc mdi quan hé, ... khong phdi la cdc y€u td cla thuc tién “thyc” ma chi 1a sy mo
phéng (hay phdn chi€u) cia thuc tién ndy. N6i cach khdc, c6 mot sy sai biét giifa bai todn
thuc tién va bai todn phdng thuc tién. Sy sai biét nay thudng 12 hé qua cla nhitng ring budc
ctia hé thdng day hoc. Ching han, gid tri s6 clia cdc dit kién dugc cho trong bai todn thudng
dugc chon sao cho viéc tinh toan khong qud phic tap, k&t qua gidi (ddp s6) “dep” hon, ...

Bai todn todn hoc 12 bai todn trong d6 cdc dit kién, cdc bi€n, cic yéu cu, cdc cau hdi,
cdc mdi quan hé, ... déu dugc dién td bing ngdn ngit va ki hiéu todn hoc.

Motvailuuy :

e Tinh tuong doi ciia khdi ni¢m « Bai todn thuc tién » : Viéc phan biét rach roi ba khai
niém nhu trén 12 cin thi€t, nhat 12 khi di siu nghién ctu van dé day hoc mé hinh hod hay
day hoc bang mé hinh hod (xem muc 2.4.2 duéi diy). Tuy nhién, trong pham vi trudng hoc,
hau hét cdc bai todn ma ta vin thudng goi 12 bai todn thuc tién thyc ra chi 13 cdc bai todn
phdng thuc ti€n, ching han, bai todn «Podn ngay sinh» sau day :

«Néu em muén dodn biét ngay sinh thang dé ciia mot nguoi ban, em hay dé nghi ban dé
nhdn ngay sinh véi 12, thdang dé véi 31 réi cho biét tong ciia hai tich nay.

Hdy tinh ngay sinh thdng dé ciia ban, néu ban dy cho biét tong ciia hai tich néi trén la
160».

R& rang, trong thuc t€ cudc sdong, dudng nhu khong thé x3y ra tinh huéng « hdi tudi »
nhu vay, ngoai trtf bai todn dugc dit ra véi mot muc dich su pham nao deé>.

Tir cdc phan tich trén, trong pham vi day hoc todn & trudng phd thdng, dé tranh phic tap
ho4 van dé va d€ khong lam xdo tron cich goi thdng thudng, chiing toi st dung thuit ngit Bai

» Bai todn nay c6 ngudn gdc tir bai toan dugc cho bdi Pinh Quang Minh (2003) va c6 thé vi li do trén ma tdc gia

nay goi né 1a “Bai todn cé ndi dung thuc ti€n” chif khong phai 1a bai todn thuc tién.
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todn thuc tién d€ chi ca bai toan thyc tién va bai todn phdng thuc tién theo nghia néu trén. Ta
no6i, thuat ngtt trén dugc dung theo nghia rong.

Viéc ding thuét ngit Bai todn thic tién theo nghia rong nay cling xuat phat tir mot li do
khéc sau day:

Trong nhiéu cudc hdi thio gép y vé sich gido khoa thi diém, khong it gido vién phd
thong phé phdn viéc cdc tdc gid sich gido khoa dua vao mot s6 bai todn thyc tién, nhung
ching thyc tién chit nao vi theo ho cédc bii todn d6 khong bao gi xudt hién trong thyc t&.
Phé phédn nay rdt dang luu tdm, vi n6 cdnh bdo nguy cd st dung nhitng bai todn dudc goi l1a
bai todn thuc tién, nhung lai qué xa rdi thyc tién. Tuy nhién, cling khdng nén cau toan, vi nhu
ta da 1am rd § trén, bdn than thuit ngit Bai todn thyc tién nhu ta vin thudng goi chi c6 tinh
tuong ddi (phan 16n trong chiing chi 13 mo6 phdng cia thuc tién). N6i cdch khéc, ta nén chip
nhan mot sy sai biét nao d6 gitta thuc ti€n trong bai todn va thuc t&€ “thuc”, nhim dat dugc
mdt s6 muc tiéu day hoc khdc ma ta sé trinh bay trong muc 2.4.2 dudi day.

e Tinh phé dung ciia khdi ni¢m « thuc tién » : Thuat ngit « thuc tién » & day khong bé
hep trong thyc tién cudc song (cudc séng ddi thudng, cudc song lao dong sdn xuit, cudc song
chinh tri x4 hoi, ...), ma bao ham c4 thuc tién trong cdc nganh khoa hoc khdc (vat i, ho hoc,
sinh hoc, ...) va ngay c4 thuc tién clia lich st todn hoc. Ching han, xét nghich 1i « Miii tén
khong bao gid dén dich » sau day:

«Tir diém A ta bdn mot mii tén vé dich la diém B. DE dén dugc B, mili tén can di qua
trung diém A, ciia doan AB, va sau dé né can qua trung diém A, ciia doan thdng A\B, ... qua
trung diém A, ciia doan thdng A,.B, .. Nhung s6 cdc trung diém nay la vé han. Do dé, miii
tén khong bao gio c6 thé dén dich B, dit cho sé do doan thdng AB rdt bé.»

Trong th€ gidi vat li, diéu nay khdng bao gid x4y ra. Nhung nhitng nghich li tuong ty
nhu vdy di tirng xuat hién trong lich s phat trién clia todn hoc, di tirng 1am cdc nha todn
hoc b&i rdi, lam khoa hoc todn hoc chao ddo. Ching xui't hién vira nhu nhitng chuéng ngai,
vira nhu dong cd phat trién cla todn hoc. Viéc gidi quyé&t dugc cdc bai todn nghich li nhu vay
g6p phan dua todn hoc 1én mot cdp dd phat trién mdi, cao hon : Sy ra ddi clia gii tich todn
hoc, cla khdi niém gidi han va phép tinh vi tich phan.

2.4.2. Vai tro va y nghia ctia vi¢c sit dung cdc bai todn thuc tién trong day hoc todn

e Cho phép 1am ré vai tro va y nghia thuc tién ciia cac tri thife todan hoc

Trong trudng hdp nay, cdc bai todn thuc tién dugc sit dung véi hai muc dich:

- Lam cho hoc sinh y thitc dugc v& ngudn goc thuc tién clia todn hoc: Du todn hoc 1a
mot khoa hoc suy di€n, nhung phin 16n céc tri thic todn hoc déu ndy sinh tr thyc tién, 1a
cong cu hay phuong tién gidi quyét cdc van dé clia thyc tién.

- Nhan manh dic trung ctia khoa hoc todn hoc cling nhu muc tiéu ciia day hoc todn: To4dn
hoc 12 mdt khoa hoc cdng cu. Day hoc todn khong chi don thuin 13 day hoc céc tri thitc todn
hoc thuin tuy ma con day hoc cich van dung céc tri thifc ndy vao viéc gidi quyét cac van dé
ctia thuc tién, tir d6 hinh thanh va phét trién & hoc sinh théi quen va kha ning van dung todn
hoc vao thyc té&.

e Cho phép ti€p can day hoc mé hinh ho4 va day hoc biing mé hinh hoa
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Nhu di néi & trén, mdt trong cdc muc tiéu cta day hoc todn hoc 1a cung cAp cho hoc
sinh nhitng tri thifc todn hoc cong cu, va quan trong hon la cdch van dung cdc tri thic nay
trong viéc gidi quyé&t cac van dé nay sinh tir thuc tién.

Mot cich so luge, quy trinh gidi quyét cdc bai todn thuc tién thudng trdi qua cic
budc sau day :

— Chuyén bai todn thuc tién vé& bai todn todn hoc, “bién dich” cic y&u td thuc tién
sang ngdn ngif todn hoc va ciu tric lai chiing. Téng quat hon, can xdy dung mét mé
hinh todn hoc clia thuc tién.

— Gidi bai todn toan hoc,

— Chuyén cau trd 15i cho bai todn todn hoc vé ciu trd 15i cho bai todn thuc tién ban
dau.

M0&i quan hé giifa cdc bai todn ndy va quy trinh gidi quyét bai todn thuc tién c6 thé t6m

luge trong luge dd sau day, dudc phdng theo so dd clia L. Coulange (1997) :

Pham vi ngoai toan

H¢ théng hay tinh huéng ngoai todn

Cau hdi trén hé thong nay

(Bai todn thuc tién)

Cau tA]k 4 15i cho BT thuc tién

N

Bai todn todn hoc  |——=—=—» Cau trd 16i cho
Giai NP .
bai todn todn hoc
M0 hinh todn hoc Pham vi toan hoc

Cau tra 13i cho bai todn gid thyc tién chi 1a mot “xap xi” cda ciu trd 15i cho bai todn
thuc tién.

Nhitng phan tich trén cho thay, viéc xay dung md hinh todn hoc clia thuc tién 13 phuong
tién trung gian cho phép gidi cdc bai todn thuc tién va ngudc lai, gidi cdc bai todn thuc tién
lai 12 dong co ti€p can vin d&€ mod hinh hod.

Mot cich tong quat hon, viéc ting cuvng cic bai toan thuc tién trong day hoc toan
con ngam nham t6i mét muc tiéu xa hon, quan trong hon va mau chét hon cia day hoc
toan, d6 1a day hoc md hinh ho4 va day hoc biing md hinh hoa.

O cap do phd thong, day hoc md hinh hod va day hoc bing md hinh hod khong dugdc
thyc hién mdt cach tudng minh, ma chi ngdm 4n qua day hoc gidi cdc bai todn thuc tién.

Pé€ hiéu thdu ddo hon, cAn c6 mot sy trinh bay cong phu, diy di va chi ti€t v& mo hinh
hod va day hoc md hinh hod. Tuy nhién. d6 khong phai la muc tiéu cla tai li€u nay.
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Mot cich sd lude ¢ thé hi€u, day hoc mé hinh hod 13 day hoc cich thic xdy dung mo
hinh todn hoc cda thyc tién, nhim tdi trd 13i cho nhitng cAu hdi, vin dé ndy sinh tir thyc tién.

Tuy nhién, thuit ngit « day hoc mo hinh hod » dugc hi€u nhu trén cé thé din téi cich
hi€u sai léch ring : trudc khi xdy dung md hinh clia thyc t&, cAn thi€t phdi cé céc tri thifc
toan hoc. Tir 6, quy trinh day hoc c6 thé 1a :

Day hoc tri thitc todn hoc li thuyét — Van dung cdc tri thitic nay vao viéc gidi cdc bai
todn thuc tién va do dé vao viéc xdy dung mé hinh ciia thuc tién.

Quy trinh ndy 1am mat di vai trd dong co cla cdc bai todn thuc tién va do d6 1am mat di
ngudn goc thuc ti€n clia cdc tri thic todn hoc : tri thic todn hoc khong con ndy sinh tit nhu
cau gidi quyét cdc bai todn thuc tién.

Quan niém « Day hoc bang mé hinh hod » cho phép khic phuc khi€m khuyé&t nay.
Theo quan niém nay, van d& 1 day hoc todn thdng qua day hoc md hinh hod. Nhu vy, tri
thitc todn hoc can gidng day sé ndy sinh qua qud trinh gidi quyét cdc bai todn thiic tién. Quy
trinh day hoc tuong ng c6 thé 1a :

Bai todn thuc tién — Xdy dung mé hinh todn hoc — Cdu trd 10i cho bai todn thic tién
— Tri thitc can gidng day — Van dung tri thitc nay vao gidi cdc bai todn thyc tién.

D€ minh hoa hai quy trinh Gng véi cdc quan diém trén, ta 18y vi du vé trudng hgp hé
phuong trinh bic nhit, hai 4n s6.

Theo quy trinh thif nhat, ta c6 thé t§ chitc day hoc ndi dung nay theo cic budc sau :

— Pinh nghia hé phuong trinh bic nhat, hai 4n s6.

— Trinh bay cdch gidi hé phuong trinh bac nha't hai 4n.

— Gidi cdc bai todn luyén tap, trong d6 cé cdc bai todn thuc tién.

— Ngudc lai, theo quan di€m day hoc bing md hinh ho4, quy trinh c6 thé 1a :

— Pit yéu ciu gidi cdc bai todn thuc t&.

— XAy dung md hinh todn hoc (mAm mdng clia hé phuong trinh bac nhat hai 4n). Viéc

x4y dung mo hinh nay ndy sinh tif nhu ciu gidi cdc bai todn da cho.

— Gidi quy&t bai todn todn hoc trong mo6 hinh nay.

— Trinh bay khdi niém hé phuong trinh bac nhat hai 4n va phuong phdp gidi (phuong

phdp da dung trong budce 3).

— Gidi cdc bai todn luyén tap, trong d6 c6 cdc bai todn thyc tién.

Trong quy trinh 2, kh4i niém hé phuong trinh bic nha't hai 4n (tri thifc sy vat) va phudng
phdp gidi hé nay (tri thitc phuong phdp) khong dugce cho ngay tir diu ma ndy sinh qua qud
trinh gidi quyé&t vin d& va tir nhu ciu gidi quy&t bai todn thuc tién. N6i cdch khic, day hoc
theo quy trinh 2, cho phép lam rd 1i do ndy sinh va tdn tai cla c4c tri thic trén.

Trong lich st todn hoc, vin dé md hinh hod d6ng mot vai trd quan trong. Viéc xay dung
nhitng mo6 hinh todn hoc cda thuc tién vira 12 muc tiéu vira 1a dong cd cla sy sdng tao ra
nhiéu cong cu todn hoc (tri thiic todn hoc). Ching han, Pai s& Arép vGi viéc dua vao viéc
gidi phuong trinh bac nhat va phuong trinh bic hai nhu 1a cdc mo6 hinh to4dn hoc cho phép gidi
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quyé&t cdc bai todn thyc tién vé phan chia gia sdn thira k€. Cdc mo hinh todn hoc ciling dugc
stt dung nhiéu trong cic khoa hoc khdc nhu Vat 1i, Hod hoc, Sinh hoc, ...

3. Cac chic niing chi y&u cia bai todn trong day hoc toan

O mot s& nudc trén th€ gi6i, trong d6 ¢6 Viet Nam, ciu tric truyén théng cha séch gido
khoa ludn c6 hai phan riéng biét : Phan 1i thuy&t va ti€p sau d6 la phan bai tip. Ngay trong
phin 1i thuyét, ki€n thic 1i thuyét (dinh nghia, dinh 1i, cong thic,...) vin thudng dudc trinh bay
trudc, sau d6 12 cdc vi du minh hoa hay bai tip 4p dung. Day hoc céc kién thiic li thuy€&t ludn
dong vai tro trung tam.

CAu tric nay lai tudng thich v6i mo hinh day hoc truyén thdng, theo d6 gido vién
thudng truyén thu tryc ti€p ki€n thic cho hoc sinh, cho mot vai vi du minh hoa va yéu cau
hoc sinh 1am cdc bai tAp 4p dung theo diing miu ma gido vién da trinh bay. N6i cdch khic
hoc sinh hoc bing cdch bit chuéc.

D6 c6 thé 12 nhitng nguyén nhin chii yéu din t6i quan niém khi€m khuy&t ddng nhat
bai todn vé6i bai tip (theo nghia d3 néu & trén bdi tac gid Tran Thic trinh), va tir d6 b6 hep
chifc ning cla cdc bai todn chi vao chic ning cling c6 va van dung ki€n thic da hoc, rén
luyén ki ning, ki xdo hay ki€m tra viéc ti€p thu ki€n thic cia hoc sinh?.

Tuy nhién, nhitng nghién ctu khoa hoc luan lich si¥ todn hoc chi rd ring hau hét cic
khdi niém va cdc li thuyét todn hoc thudng ndy sinh tir nhu ciu gidi cdc bai todn trong thuc t&
cudc song, trong ndi bd todn hoc, hay trong cdc khoa hoc khdc. N6i cdch khéc, tri thitc todn
hoc khong phai dudc cho sin, ma dugc xay dung bit diu tir viéc gidi quyét cac bai todn. Nhu
vay, quan hé thit ty gita ki€n thifc 1i thuy€&t va bai todn khong con 1a : Kién thitc 1i thuyét —
Bai tip 4p dung, ma chii y€u la : Bai todn — Kié&n thic 1 thuy&t — Bai tip 4p dung + Bai
todn mdi.

Nhitng nghién citu tdm 1i hoc (nhAt 1a clia J. Piaget) ciing cho thdy : Viéc hoc tap thuc
st chi ndy sinh trong sy tic dong qua lai cda chii thé (ngudi hoc) vdi moi trudng, trong d6
ngudi hoc thdy dudc va c6 nhu cau gidi quy&t cdc bai toan.

Tir d6, quan di€m su pham hién dai vé day hoc toan, dang dudc 4p dung trong nhiéu
nudc, 1a :

 Ching han, sich gido vién Pai s6 7, NXB GD 2002 1am rd quan di€m x4y dyng ndi dung chuong trinh dai s & 16p
7 nhu sau :
“Sdch dai s6'7 sit dung rong rdi phuong phdp suy dién. Pé von la phuong phdp tu duy ddc thii ciia todn hoc, chinh né
tao nén siic manh va vé dep doc ddo ciia mém khoa hoc nay.

a) Nhiéu khdi niém duoc dua ra theo li gidi vé su phdt trién logic ciia bé mén, sau dé cé cdc vi dy thice € minh
hoa.

b) Nhiéu dinh nghia, tinh chdt dugc phdt biéu tdng qudt trudc va dp dung bing sé cu thé sau”.
Quan diém nay c6 hé qua truc ti€p trén viéc lya chon bai tip va chifc ning cta ching. Cu thé, vai trd ciia cdc bai
tap ndy rit han ché. Ta thiy ro didu ndy qua gidi thich clia sdch gido vién :
“Sdch Pai s6' 7 c6 mdt hé thong bai tdp khd phong phii, gdn chdt véi phdn i thuyét, tao thanh mot co cdu hoan
chinh, hop logic. Bai tdp bao gém cdc loai sau

a) Bai tdp minh hoa li thuyét.... b) Bai tdp cing cd'Ii thuyét....

c) Bai tdp hoan thién li thuyét... d) Bai tdp rén luyén ki ndng...

e) Bai tdp phdt trién khd ndng tw duy sdng tao cita hoc sinh”.
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Tap trung day hoc todn trén hoat dong ctia hoc sinh. Chinh hoc sinh tu minh xay dung
céc kién thiic todn hoc thong qua hoat dong gidi cdc bai todn. Hoc todn 13 hoc néu 1én, hoc
trinh bay va hoc gidi quy€t cdc bai todn ; hoc xem xét lai cdc bai todn dudi 4nh sdng cia
nhitng cong cu li thuy&t ndy sinh tir chinh nhu ciu gidi quyét cdc van dé.

No6i cach khdc, gidi cdc bai todn dong vai tro trung tim trong hoat dong day hoc. Chic
ndng cua bai todn khong con bé hep trong chiric ning cia bai tdp 4p dung.

Quan niém nay kéo theo su thay d8i ngay tir cAu triic clia sich gido khoa. Hién nay,
sdch gido khoa clia nhiéu nudc trén th€ gidi da thodt khdi cach trinh bay truyén thdng « Phan
1i thuy&t — Phan bai tip » va nhan manh trén vai trd trung tAm clia hoat dong gidi cac bai
todn.

Ching han, trong sich gido khoa Todn 16p 11, ban khoa hoc tu nhién, bo sich
« Déclic » (2003) ctia Cong hoa Phép, cAu triic mot chuong bao gdm céc phan sau diy :

1. Hoat dong (Activités) : Bao ham nhitng bai todn cin gidi quyé&t (khong c6 15i gidi di
kém). Muc dich cht y&u la chuin bi cho viéc hoc tip cic ki€n thiic méi trong phin 1i thuyét.

2. Li thuy&t (Cours) : trinh bay c4c kién thifc méi cin linh hoi.

3. Cac bai tap c6 10i giai (Exercices résolus).

4. Cong viéc c6 huéng dan (Travaux dirigés) : P& cip cdc dang todn ma chuong trinh
yéu cdu, cdc tinh huéng lién mdn (c6 huéng din nhung khong c6 13i gidi di kém) va mot vai
tdng hop vé ki&n thic 1i thuy&t di dua vao trong chuong.

5. Bai tap (Exercices) : Tru6c diy, phan ndy c6 tén 12 « Bai tip va bai todn ». Hién
nay, dit chi goi ngin gon 13 « Bai tAp » nhung né ciing bao ham hai phan rd rét : phdn cdc bai
tap 4p dung va phin cdc bai todn cho phép dio sdu ki€n thifc 1 thuyét, dé cAp cdc cha dé
xuyén sudt nhiéu ndi dung clia chuong trinh, bai todn thuc tién, ...

Sau day ta sé trinh bay cdc chidc ning chui yéu cia bai toan trong day hoc toan.

a) Tao dong co

B Dong co cho viéc tién hanh nghién citu doT tugng mdi

Trong trudng hop nay, bai todn sé tao ra nhu cAu va hifng thi gidi quyét van dé dit ra,
tr d6 tao nén dong co di vao nghién citu ddi tugng mdi.

Vi du 1: Cic bai todn ki€u nghich li sau 13 dong cd cho viéc di vao nghién cttu khai
niém gigi han. N6i cach khéc, chiing tao ra & ngudi hoc cdm gidc vé sy khi€m khuyét trong
hé thong ki€n thitc ciia minh va cdm xic ring viéc di nghién citu khdi niém gidi han cho
phép gidi quy€t dudc cdc nghich 1i nay la rat thd vi va c6 Idi.

Bai todn 1 : Phdiching 1=07?

Xétténg: S=1-1+1-1+...+1-1+...

Tathdy: S=(1-D)+A-D+...+(A=1)+...

=04+0+0+...+0+...=0

Miatkhidc: S=1+(-1+1) +...+C1+D)+ ...

=1+0+0+0

Vay 1 =0 ().

+...+40+...=1
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Baitoan2:2=17?

Cho mdt tam gidc déu ABC canh biing 1. Goi M, N, P 1an lugt 13 trung di€m clia AB,
AC, BC. Khi @6 ta c6 :

BM + MP + PN + NC = AB + AC = 2
Goi M;, Ny, P, 1an luot 1a trung diém cda BM, MP va PB ; M,, N,, P, 1an lugt 1 trung
di€m ctia PN, NC va CP. Ta c6 :
BM, + MP, + P,N; + N,P + PM, + M,P, + P,N, + N,C =
=BM+MP+PN+NC=AB +AC=2.
Lip lai n 1an ciing mot quy trinh nhu trén, bing tryc gidc ta thay, khi n dan dén vo cuc,
dudng gap khiic dat dugc tring véi canh BC.

B C

No6i cach khac,taco :2=1.

Vi sao khi gdp d6i mii sd canh clia da gidc déu ndi ti€p dudng tron, ta dat dudc chu vi
dudng tron, trong khi cdch 1am nay lai din t6i nghich li nhu trong vi du 2 ?

Vi du 2 : Bai todn sau c6 thé tao nén hitng thi, sy to mod d€ di vao hoc tip khdi niém
cAp sO cong.

Mot nhém hoc sinh ti€u hoc chai trd x&p cidc que diém thanh l1du dai hinh thdp. Cach x&p
dugc mo ta nhu hinh sau :

N a

Mot ting Hai ting Ba tang

Pé dugc ghi vao sich ki luc guiness ciia trudng, cdc em quyét dinh x&p mot 1lau dai
1000 tang. Nhung ho gip khé khin 13 khong bi€t cAn bao nhiéu que diém d€ x&p ting d&€ va
phdi mua t4't c3 bao nhiéu que diém dé x&p toan bd 1au dai. Ban c¢6 thé tinh diim ho khdng?

W Pjng co ndy sinh khdi niém mdi

Theo Y. Chevallard (1980), trong todn hoc, bai todn, y tudng va cong cu hinh thanh nén
ba thanh phan chii y&€u clia hoat dong todan hoc (nghién cttu todn hoc). Trong d6, bai todn cin
gidi quyé&t 12 dong cd clia nghién citu, cong cu 1a phuong tién gidi quyét van dé, con y tudng
12 y&u t6 trung gian ndi khép bai todn va cong cu. Trong mdi quan hé nay bai todn can gidi
quyé&t déng vai trd cd ban. Cong cu 12 modt dang hoat dong cla ki€n thiic mdi, 13 mam mdng
ndy sinh kié€n thitc méi, né cho phép lam rd nghia clia ki€n thifc nay.

Vi du : Hinh thanh khdi niém Pao haim (xem muc A vé day hoc kh4i niém).
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Céch hinh thanh khdi niém dao ham theo quy trinh nhu di xét trong phdn A cho phép
lam rd ¥ nghia ctia kh4i niém dao ham : Sy ra ddi ca khdi niém nay khong phdi 12 ngiu
nhién, ma xud't phdt tif nhu cau gidi quyét cdc van dé ndy sinh khong chi trong ndi bo todn
hoc ma con trong cdc khoa hoc khdc. N6 1a k&t qua clia sy khdi qudt hod cdc cong cu dugc
st dung trong céc trudng hgp don 1é.

b) Hoat hod kién thiic cii

Qud trinh hinh thanh ki€n thi‘c mdi luén doi hdi van dung cdc ki€n thic cii. Tuy nhién,
khong phdi lic nao hoc sinh cling nhd mot cich diy di cdc ki€n thitc cii nay, hoic c6 nhd
nhung d6i khi lai khong bi€t van dung. P& ddm bio ring hoc sinh di sin sang va dé dang
huy dong cdc ki€n thiic can thi€t cho day hoc ndi dung mdi, thi hoat dong gidi cdc bai todn la
mot trong cdc cich thifc t6t nhat dé hoc sinh « tim lai dugc » cdc ki€n thitc va ki ning nay vi
n6 cho phép phdt huy vai tro chi dong va tich cuc cia hoc sinh.

¢) Phuong ti¢n dua vao kién thiic méi

G cap do thap hon, céc bai todn ciing ¢6 thé duge st dung nhu phuong tién dua vao
ki€n thitc mdi. Ki€n thitc mdi ndy ndy sinh khong phdi nhu lacéng cu, ma nhu 1a két qud cia
hoat dong gidi quyét van dé.

Vidu 1: Day hoc dinh Ii sin trong tam giac.

e Baitodn I : Trong tam gidc ABC vudng tai A

B
a) Tinh sinB va sinC theo b, ¢ va R v6i R la ban
kinh dudng tron ngoai c a ti€p tam gidc ABC.
b) Tim hé thiuc lién hé gitra ba canh, ba goc cla
tam gidc véibinkinh R. | b C
K&t qud mong dgi chociubla:
b c a

—— = =— =2R (1)
sinB sinC sinA

e Baitodn 2 : Hé thitc (1) con diing d6i v6i mot tam gidc bat ki khong ?
K&t qué clia viéc gidi quyé&t van dé trén chinh 13 ndi dung dinh 1i sin trong tam gidc.

Vi du 2 : Khdi niém « Phuong trinh tham s& ctia dudng thing trong mit phing » dudgc
dwa vao nhu 1a k€t qud clia hoat dong gidi bai todn sau :

« Trong mat phflng v6i hé toa do Oxy, cho diém My(Xg,yo) va véc to khac khong l](a,b).
a) C6 thé k& dudc bao nhiéu dudng thing A qua My va c6 véctd chi phuong u ?

b) Tim diéu kién cin va dd d€ diém M(x,y) nim trén A.»

d) Ciing cé kién thiic, ren luyén ki ndng va hinh thanh ki xdo todn hoc

e Sau khi trinh bdy mdt dinh nghia, mot dinh li, mdt tinh chdt hay mdt tri thiic phuong

phédp, ching ta thudng cho cdc vi du minh hoa, cdc bai tdp dp dung. B6 chinh 1a céc bai tap
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c6 muc dich cling ¢d céc kién thifc mdi vira xay dung va hinh thanh ki ning van dung kié€n
thitc vao viéc gidi quyét cdc bai todn.

e Mot trong nhitng chifc ning chd y&u clia phan bai tip trong mdi bai, mdi chuong la
cling ¢ cdc kién thic, rén luyén cdc ki ning di dugc dua vao trong phin 1i thuy€&t hay hinh
thanh ki ning md&i va ki xdo c6 lién quan.

e Viéc gidi cdc bai tap todn hoc khong chi cho phép cling c6 cac ki€n thirc va ki ning
vira méi dugc hinh thanh, ma ca nhitng ki€n thifc va ki ning da c6 trudc do.

e) Phdt trién cdc ndng luc va phdm chat tu duy

Giai cdc bai todn 13 co hoi tdt nhat d€ rén luyén céc thao tic tw duy nhu : Phan tich, So
sanh, Tong hgp, Khdi quit hod, Pic biét hod, ... va phat trién cdc pham chit tuw duy nhu :
Tinh linh hoat, tinh doc lap, tinh sdng tao, tinh phé binh, ...

f) Cong cu chdn dodn biéu tuong ciia hoc sinh vé mot khdi niém

Trong chudng « Day hoc khdi niém todn hoc », ching ta da 1am rd ring, thong thudng
trudc khi hoc mot khdi niém nao dé, ngudi hoc di cé nhitng bi€u tugng ban diu vé d6i tugng
dudc phan dnh trong khdi niém. Cdc biéu tugng nay dugc hinh thanh qua ti€p xic vdi nhitng
tinh hudng trong thuc t&€ cudc sdng, hay trong hoc tdp & nha trudng, trong d6 kh4i niém hién
dién mot cach ngdm an. Chung ciing c6 th€ dugc hinh thanh qua cdc bai hoc chinh thic vé
khdi niém. Ching han, tru6c khi day hoc khdi niém Parabol & bic THPT, hoc sinh di c6
nhitng biu tugng vé parabol tir 16p 9.

Cic biéu tugng ban diu nay cé thé chua day di, thim chi sai 1&ch, khong phit hgp véi
cdi ma ta mudn day. Do dé, viéc hi€u dugc biéu tugng ban diu nay cla ngudi hoc trudc khi
day hoc khdi niém trd nén ra't quan trong. Vi né cho phép chiing ta lya chon va t& chitc mot
cach thich hop quy trinh day hoc khai niém nay. N6 cho phép biét dugc cdi ma ta can diéu
chinh, cdi ma ta cAn cling ¢, c4i ma ta cAn bd sung. Mit khdc, né cho phép thich tng y dinh
clia ngudi day vao van dé ma ngudi hoc thuc sy quan tAm.

DPé€ c6 dugc nhitng thong tin vé bi€u tugng ban du nay, ta c6 thé :

— tham khdo cdc cong trinh nghién citu ¢6 lién quan d&€n khai niém,

— hodc ty minh thuc hi€n cdc nghién citu,

— hoic don gidn chi 1am mot vai thi nghiém trude khi ti€n hanh day hoc khai niém,

thong qua viéc dé nghi hoc sinh gidi mot s& bai tap.

Nhu vay, viéc gidi cdc bai todn ciing 13 phudng tién chdn dodn biéu tugng clia hoc sinh
vé céc khdi niém todn hoc.

g) Cho phép lam ré vai tro va ¥ nghia thuc tién ciia tri thiic todn hoc. Cho phép tiép
cdn day hoc moé hinh hod va day hoc bang mé hinh hod

(Tham khdo muc 2.4.2 3 trén).

S Chu ¥ : - Ngoai cdc chic nang trén, gidi cdc bai todn con 1a ¢ hoi hinh thanh & hoc
sinh th& gidi quan duy vit bién chitng, cic pham chit dao diic, thim mi. N6 ciing 12 cong cu
cho phép kiém tra d4nh gid két qui hoc tip clia hoc sinh.

- Mdi bai todn cu thé dugc dit ra & mot thdi di€ém nao dé cla qud trinh day hoc néi
chung, trong mot bai hoc nao d6 néi riéng déu chita dung mot cdch tudng minh hay ngdm 4n
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nhitng chdc ning khdc nhau. Céc chitc ning nay khong boc 16 mdt cdch riéng ré, tach roi
nhau, ma trong mdi quan hé mat thi€t véi nhau. Khi nhAn manh mot chic ning cu thé nio
d6, ta mudn néi ring, & thdi di€m dang xét, chifc ning nay ¢ vi tri trung tAm hon so v4i cic
chtrc ndng khéc.

4. Day hoc giai toan
4.1. Yéu cau ddi véi 16i gidi bai todn
4.1.1. Loi gidi khong c6 sai lam

L&i gidi khong c6 sai s6t vé ki€n thiic todn hoc, vé suy ludn va tinh todn, vé ki hiéu va
hinh v&, v& trinh bay, ...

Vi du 1 (sai 1dm vé kién thic co ban) : Cho bai todn :

Trong cdc ham s6 sau, ham s6 nao 1a ham s6 18 :

VA+x —4/4—x
f(x) = — ;
X —

XVX*+4x+4

|X+2|

h(x) =lg(x++vx?+1).

g(x) =

Bailam ctia mdt sd hoc sinh :

V4+x —+4-Xx ta c6

e V6i f(x) = T 0:

x4 _

Vvd-x —v4+x
f(-x)= ; =-f(x).
X" —1
Viy f(x) 18.

o Vi g(x) = VAT 6 MXD : R\{-2}

|x+2|

ﬂx+4

g(x) = =x. Do d6 g-x) = -x = -g(x).
|X + 2|

Vay g(x) 1a ham s6 18.
o VGih(x) = lg (x + /x> +1)
+ Vi (x ++4/x2+1)> 0 vdi moi x, nén ham s6 c6 mién xdc dinh 124 R = MXD Ia tip
ddi xirng.
+h(-x) = lg (—x +Vx2+1) # - lg(x +v/x>+1) =-h(x). Vay, h(x) khong phdi la ham s&
18.
Vi du 2 (sai 1Am vé suy luan) : Tham khdo phan Day hoc dinh Ii todn hoc.
Vi du 3 (sai 1am vé trinh bay) :

e Bai todn : Cho ham s6 f(x) = x° — x + 3. Vi€t phudng trinh ti€p tuyé&n vdi dd thi ham s&
tai di€m c6 hoanh d6 x,= 1.

Bai lam ctia mot hoc sinh 11 :

102



“Tai di€ém c6 hoanh d6 x,=1, ta c6 :
f(xg=3x2-1=2;f(x)=y,=1"-1+3=3.
VAay phuong trinh ti€p tuyén can tim Ia :
y=1 (Xo-(X — Xo) + yo=2(x-1)+3=2x+1."
e Bai todn : Cho chit di€ém chuyén dong thing bi€n d6i déu theo phuong trinh S = f(t) =
2€ - t + 1. Tinh vén tdc tic thdi cia chuyén dong tai thdi diém t = 4 (v6i S tinh bing mét, t
tinh biing gidy).
Bailam ciia mot hoc sinh 11 :
“VAan toc tifc thdi clia chuyén dong tai thdi diémt=41a :
Vit)=S"=4t—-1=44-1=15m/s.”
4.1.2. Ldp ludn phdi c6 cdn c@ chinh xdc
Céac budc trong 131 gidi phai ¢6 cd s§ li ludn, nghia 1a phai dwa vao cac dinh nghia, tinh
chat, dinh li, quy tic, cong thifc, ... di hoc, cdc gid thi€t da cho.
Vi du (sai 1am do 4p dung sai pham vi hgp thitc ctia mdt cong thic) :
Giai phuong trinh :
logy(x+1)2+2 = log ;- V4—x +logg(d+x)* (1)
Bailam cia mot hoc sinh : “Piéu kién :
x+1+#0

—-4<x<4
4—-x>0&

x #—1
4+x>0

(1) & logy(x+1) + 2 = log, (4—x) + logy(4+x)
< log4(x+1) = log, (4 —x) (4+x)
& 4x+4 =16 - x2
S x2+4x - 12=0 < x =2 (thod diéu kién)”.
Binh luan : C4ch gidi trén da l1am mat nghiém x = 2 - 26, do ap dung sai cong thic.
Hoc sinh di dung cong thic : log,N* = alog,N véi N> 0, cho trudng hdp N = 0. Cu thé, thay
vi logy(x+1)? = 2log,|x+1|, hoc sinh da dung log,(x+1) 2 = 2log,(x+1).
4.1.3. Loi gidi phdi ddy dui
LJi gidi phai bao ham hét ti't ci cdc kha ning c6 thé x4y ra d6i v6i mot tinh hudng.
Vidu 1 : Cho phuong trinh : 2m +3) x2+2mx + 1 =0
a) Tim gid tri cia tham s& m dé€ phuong trinh lun c6 nghiém.
b) Tim m d€ phuong trinh c6 hai nghiém phan biét.
Nhirng bai 1am khong thod min yéu cau trén :
“a) Phuong trinh c6 nghi¢m < A’>0 & m?-2m-3>0
< m<-lhaym=3."

Bai lam nay cho d4p s6 ding.
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“b) Phuong trinh ¢6 2 nghiém phan biét< A’ >0
&S m?2-2m-3>0< m<-1 haym>3".
Bailam nay cho dép sd sai.
Vi du 2 : « Chitng minh riing n€u tam gidc ABC thod min a = 2bcosC, thi tam gidc d6
can.»
Bai lam ctia mdt hoc sinh :
A

B H C
Ké duong cao AH, ta ¢6 : HB = c.cosB ; HC = b.cosC.
a=HB + HC = c.cosB + b.cosC
Tir gid thi€t a = 2bcosC, ta ¢6 :
c.cosB + b.cosC = 2bcosC < c.cosB = bcosC << HB = HC
= AH vira 1a dudng cao vira la trung tuyén
= Tam gidc cin tai A ».

Binh luin : Bai lam nay khong thod mdan yéu cdu trén, vi khdng tinh dén truong hop H
c6 thé nam ngoai BC hodc triing B hay C.

4.1.4. Trinh bay phdi du ro rang

X=2+2t
® Vi duy : Cho dudng thing (A) : 4y =—1+3t va mitphing (Q): x—-2y+z+1=0.
z=1+5t

Vié:t phuong trinh dudng thing (d) nim trong mp (Q), biét (d) cit (A) va c6 vectd chi
phuong u3,1,-1).

Trinh bay kh6ng 16 rang cia mdt hoc sinh 16p 12 :

“Tacd:2+2t-2(-14+3)+1+5t+1=0=1t=-6

=>x=-10,y=-19,2=-29

Xx+10  y+19 z+29
3 1 -1

= ptcta (d) :

4.2. Cac bugce cia hoat dong gidi todn
Hoat dong gidi mot bai todn thudng dién ra theo nim budc sau day :
1. Tim hi€u bai todn

2. Tim ki€m phuong huéng gidi (chuong trinh gii)
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3. Luya chon phuong huéng gidi va ti€n hanh gidi theo huéng da chon
4. Soan thdo 16i gidi

5. Kiém tra, dinh gid k&t qua va 15i gidi.

B D6i vdi cdc bai todn di c6 thuat todn gidi

Van dé cd ban 1a nhin dang dugc bai todn, nghia 1a phit hién xem bai todn thudc dang
nao (da c6 thuat todn gidi). Tt nhién khong phai lic ndo hoc sinh ciing dé dang nhan ra
dang clia bai todn. Cong viéc nay doi hdi nhitng khd niing nhit dinh. Do d6, trong trudng hdp
ndy, budc tim hi€u bai todn déng vai trd quan trong hon ca, vi khi di phédt hién ra dang cta
bai todn, thi cong viéc con lai chi 1a 4p dung truc ti€p thuat todn da biét.

B Sau day, ta chi ban d&n cdc bai todn chua c6, hay khdng c6 thuat todn gidi, va cdc
bai todn ma thuat todn gidi cii td ra qud « dit gid ».

4.2.1. Tim hiéu bai todn

DPé tim ra dudng 18i gidi, trudc hét can phai hiu bai todn, nghia 13 hi€u cdc dif kién da
dudc cho (gid thi€t), diéu kién gin lién vdi bai todn va hi€u dugc cdi ma bai todn yéu ciu
gidi quy€t (cdi gi cAn tim, cdi gi cAn chifng minh, ...).

Viéc doc di, doc lai dé& bai nhiéu 1an mot cach ré rang, mach lac (c6 thé doc d&n khi
thudc 1ong dé bai) 1a cin thi€t cho viéc hi€u bai toan.

D3&i v6i bai todn hinh hoc, d€ hi€u rd hon bai todn, néi chung cin phai vé hinh, ghi tém
tat gid thi€t va k&t luan. Hinh phai dudc vé sao cho tric quan nhat, thé hién day dd nhat cic
dit kién da cho, phdi tdng quit nhat (nghia 12 khong dudc vé hinh trong cic trudng hop qua
diic biéo).

4.2.2. Tim kiém phuong huéng gidi

Thyc t€ chi ra riing : kh6 khiin 16n nhit cda da s& hoc sinh khi ditng truéc mot bai todn
cin gidi 1a khong bi€t « khdi dong » nhu thé nao, nghia 12 khong bi€t bit dau tir dau. Thong
thudng, ho bi€n ddi mot cach tuy tién, cAu may, ma khong c6 mdt dinh hudng cu thé, mic d
ho da hiéu dugc dif kién ciia bai todn cling nhu nhiém vu cin lam.

Mot so ki thuat cho phép khéi dong

a) Hay bdt dau tit thao tdc nhin biét

Khi gidi mot bai todn, ta ludn ludn phdi 14y ra, tdch ra tir tri nh§ nhitng kién thitc 6 lién
quan t6i bai todn (hanh dong huy dong kié€n thirc) va sip x&p, chidp ndi cdc kié€n thirc d6 lai
vdi nhau theo hudng c6 10i d€ tim ra cdch gidi (hanh dong t6 chic ki€n thic). Khong c6 mot
11 gidi nao tach rdi khdi ki€n thic cii.

Nhung dong vién ki€n thic nao ? Tach ra tif tri nhé nhitng y€u & ndo lién quan t6i bai
todn, y&u t& nao c6 1di ? P& gidi quyé&t van dé d6, hanh dong huy dong ki€n thitc thudng
dudc bit dau tir thao tdc nhdn biét : nhan bi€t cdc y&u td quen thudc, cdc mdi lién hé (rd
rang hay ngdm 4n) giita cdc y&u t& c6 mit trong bai todn, ma trong pha tim hiéu bai todn c6
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thé ta chua phat hién ra. Thanh cong trong viéc gidi bai todn phu thudc chi y&u vio thao tic
nhin bi€t nay.

b€ lam dugc diéu d6, c6é thé khai thic va dianh gid cdc dir ki€n, hinh v& va hinh thic
th€ hién bén ngoai cla cic dir kién, d€ phdt hién mdi quan hé giita ching. Tdp cdch nhin
mot déi tugng dudi nhiéu ddang vé khdc nhau.

Vi du 1: Gidi phuong trinh sin*x + cos*x = 1. (1)

Pay la mdt bai todn khéng c6 thuit gidi cho trudce.

Nhan xét 1 : Nhin phuong trinh nhu 12 mdt phuong trinh bac cao (nhin biét). biéu nay
g0i ra ¥ twdng « ha bic » cdc bi€u thic bic cao. Y tudng nay, d€n ludt né lai din t6i hanh
dong huy dong nhirng ki€n thic lién quan d&€n viéc ha bac cic biéu thic lugng gidc :

* sin*x + cos*x = (sin2x + cos2x) 2 - 2sin2x.cosx

=1- l sin2x.

Nhu vay, c6 thé bi€n d6i phuong trinh di tr§ vé dang quen thuoc 1 - %sian =1.

4 . (l—cos2xj2 (1+cos2xj2
* sin’x + cos*x = —

Tir d6 (1) trd thanh : 2cos*x + 2 = 4.

Nhan xét 2 : V& trdi bac 4, v&€ phadi bac 0. Nhan bi€t nay kéo theo y twdng ning v€
phai 1én bac 4 dé€ dat dugc mot sy “cAn bing” trong phuong trinh. Nhu vay, kién thifc cin
huy dong s€ lién quan t6i viéc nang bac nay.

Chéng han, nhin 1 nhu 13 (sin?x + cos2x) 2ta ¢6 :

(1) < sin*x + cos*x = (sin2x + cos2x) 2
& sin'x + cos’x = sin*x + cos’x + 2sin?x.cos2x
& 2sin?x.cos?x = 0.

Nhan xét 3: Nhin phuong trinh nhu 13 mot phuong trinh chita nhiéu ki€u ham s6 lugng
gidc khac nhau (sinx va cosx).

Y tudng 12 tim cdch gidm s6 cdc ham s6 ¢6 mit trong phuong trinh.

Huy ddng ki€n thic vé chuyén d6i giita cic ham s6 sé& din tdi cic hudng gidi khic
nhau nhu :

% (1) < (1 — cos2x) 2+ cos*x = | <> cos*x — cos2x =0

* (1)< sin’x + (I -sinx)2=1 < sin*x — sin?x = 0

* (1) < sin*x = 1 - cos’x

< sin*x = (1 = cos2x) (1 + cos2x)
< sin*x = sin2x.(2 — sinZx)
1-cos2x )’ 4 . e 2 N .

* (1) < — + cos'x = 1. Nhian dang ti€p tuc, chang han phuong trinh chita
nhiéu loai géc, s& cho phép di d&€n céch giai.

* Chia hai v€& cho sin*x (hay cos’x) d€ dat dudc phuong trinh chi chia tgx hay cotgx.
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A . . A X 20 N ny R X
* Pua veé sinx va cosx vé th dé c6 phuong trinh mdt an phu t = th.

Nhén xét 4 : Nhin 1 nhu 13 sin2x + cos2x. Piéu nay ggi ra y tudng nhém céc s6 hang.
Chi ¥ : Gidi phuong trinh sin’x + cos*x = 1 1a mot bai todn don gidn. Nhung viéc gidi
theo nhiéu cdch khic nhau nhu trén cé nhiéu 1gi ich. Ching han, dé 13 co hdi cling cd rat
nhi€u cong thitc luong gidc khdc nhau. Nhung diéu mau chot 14 né cho phép rén luyén dugc
ki ning tim t0i 15i gidi mdt bai todn va qua dé truyén thu tri thifc phuong phap.
Vidu 2 : CMR néu tam gidc ABC thod min :
2sinA.sinB C
—————— =cotg—
sinC 2
thi ABC la tam gidc can.
Nhan biét, § tudng va hudng gidi :
— D& chitng minh ABC cin, c6 thé chitng minh tam gidc c6 hai géc biing nhau hay hai
canh bing nhau
— Gid thi€t chi chita y&u t& canh, nén ta wu tién huéng chitng minh hai géc bing nhau.
Nhung chitng minh hai géc nao bing nhau ? A=B,A=ChayB=C?
— Trong gi4 thi€t, A va B c6 vai trd binh ddng nhu nhau, nén ta dy dodn: A = B ¢6
nhiéu khd ning xdy ra.
Nhung 1am th& nao d€ chitng minh A =B ?

Y twéng 12 1am xud't hién géc chita hiu A — B. Do d6, cin huy dong kién thitc cho phép
dua sinA.sinB vé dang chita hiéu A — B.
2sinA.sinB

: = (:otgE = cos(A-B)-cos(A+B)= ZCOSZE
sinC 2 2
Vi vin @€ 1a chitng minh A = B, nén giif lai khong bi€n d6i cos(A - B) va dua C vé A,

B. Tur d6 bié&n d8i 2c052% =1+cosC=1-cos(A+B). Ta cd, cos(A-B)=1= A =B.

Vi du 3 : Gidi phuong trinh Vx -2 ++4—-x =x2—-6x+11
Hudng 1. Nhan biét :

* P6 12 mot phuong trinh vo ti. Cdch gidi thong thudng 1a khir cin. Nhung, néu binh
phuong hai v€& s& din d&€n mot phuong trinh bac 8 !

#*X2-6x+ 11 =-(x-2) (4-x) + 3
Hudng gidi: Patu=+x-2 va v=+4-x.

Tacé, 2+ v2=2vau+v=-utv2+ 3. Tit d6 din t6i mot hé hai phuong trinh, hai anu,
v. Né&u tim dugc u, v thi tim dudc x.

Hudng 2. Nhan biét :

* D6 12 mot phuong trinh vo ti. Cdch gidi thong thudng 13 khif cin sé& din dén mot
phuong trinh bac 8 !

* (x —2) + (4 —x) = 2. Piéu nay gdi d&€n bai todn ki€u “Téng khong d6i, tich 16n nhat”.
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Hudng gidi: Pat A =vx—2 + J4-x = A2=2+2.[(x—-1)(4—x) <2+ 241 (Bitding
thitc Cosi) = A < 2. Mit khdc ta thdy v& phdi: x2-6x+11=(x-3)2+2>2.
Stt dung phuong phdp doi lap sé cho phép di dén két qua.

Huéng 3. Nhan bi€t : V€ trdi c6 dang ba't ding thitc Bunhiacopxki :
VX=2 + J4-x <1+14/(x-2)+(4—-x) =2

VE phii x2- 6x+ 11 = (x=3)2+2>2.

Y tuwéng : dung phuong phap doi 1ap.

b) Quy vé cdc bai todn tuong tu (quy la vé quen)

Vi du : Trong khéng gian cho t& dién OABC, géc tam dién dinh O 1a tam dién vudng.
OH 1a dudng cao ha tr O.

a) Ching minh ring H 13 tryc tAm tam gidc ABC

b1
OH> OA?* OB* 0OC?

b) Ching minh riing

Bai todn tuong tu : « Trong tam gidc ABC vudng ¢ A, vdi H la chdn duong cao ha tir A,
_ 1 N 1 N
AH? AB? AC?

ta co :

Nhu vay, vin dé 1a thi€t 1p cdc tam gidc vudng, chita mot sd trong cic canh : OH, OA,
OB, OC d¢€ huy dong cédc ki€n thifc da c6 & trén trong tam gidc vudng.

¢) Nghién citu mot vai truong hop dat biét (thuc hién cdc phép thii, du dodn)

Mot cdi chung, dem dic biét hod tirng bo phan khdc nhau, theo cidc cdch khac nhau s€
cho nhiéu cdi riéng (trudng hgp dic biét) khidc nhau

Viéc xem xét mdt s6 trudng hgp dic biét c6 thé cho phép :

— du dodn cdch gidi bai todn,

— hoic du dodn k&t qua va tir d6 thay ddi ban chdt bai todn. Ching han, chuyén bai
todn xdc dinh thanh bai todn chitng minh.

Vidu 1: Cho dudng tron (O ; R) va diém M c¢d dinh. Pudng thing A thay ddi di qua M
va cdt dudng tron tai A va B. Chitng minh ring MA.MB = d” — R? v6i d = MO.

Pé€ tim ra cich gidi bai todn ndy, ta thi gidi bai todn trong mdt trudng hgp dic biét,
ching han khi A di qua tdim O cia dudng tron.
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Giai :
MAMB = (MO + OA ) (MO + OB)
= (MG +0K)(MG-0A) = MO ~0&"
= MO’-0OA’=d>-R’.
Nhan xét : Trong cdch gidi quyét trudng hgp dit biét & trén ta da dung ki thuat chén
vao di€m O d€ xuit hién lugng khong ddi MO, ddng thdi c6 dugc OA =-OB.
D€ gidi quyét bai todn tdng quéit da cho, ta thit 4p dung ki thuat nay, bing cich chén
vio mot di€m nao d6, ching han I sao cho IA=-IB.
Nhu vy, di€m I can chon 12 trung diém cia AB.

Twr d6 ta c6 161 gidi sau :

mm=(m+ﬁ)(m+ﬁ3)
= (mﬂ)(m_m):mtw = MI*-1A?
=(MO’-0r’)-(0A’ -0 )=d’ -R’.

. . Y > A b
Vidu 2 : Chi'ng minh rang trong tam gidc ABC ta lubnc6 ——=——= .C .
sinA sinB sinC
Pé tim 18i gidi bai todn B nay, ta giai bai todn trong mot
trudng hgp dic biét, khi ABC l1a tam gidc vudng tai A.
o a
Gidi: Vi A ABC vudng b tai Anéntacé:
Al 'S
sinB = b
a b c a b c
—a=s——=—— ===
. c sinB sinC  sinA sinB  sinC
sinC =—
a

Nhan xét : Loi gidi bai todn trong trudng hop dic biét din t6i y tudng gidi bai todn
t6ng quat bing cich tao ra trong tam gidc ABC cdc tam gidc vuong c6 géc B va C.

Giai : ¢ Ké dudng cao AH.
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— Trudng hop H nim trong BC, tacé:

A
sinB = AH b .
= csinB = bsinC ¢ b =>—=——(1).
. sinB  sinC
sinC = —
b E . i
. . 4 H .

— Trudng hop H ndm ngoai BC, chang han nhu

hinh vé duéi day.
Khi d6 0 :

1d6 ta co A

A
sinB = sin ABH = AH
c
sinC = AH
b
H B C = csinB = bsinC
b ¢
sinB  sinC
— Trudng hgp H trung B hay C, ta cling c6 h¢ thiic ——= ‘C .
sinB  sinC
Nhut vdy, ta Tudn c6 —2—=—S— (1),
sinB  sinC
e Tuong tu, n€u ké dudng cao BK ta s& c6 hé thiic .a = .C
sinA  sinC

b C

eTu(l)va (2)suyra: = = .
) (2) suy sinA sinB sinC

Vidu 3: Tim tit cd cdc ham sd f(x) lién tuc va thod man f(x + y) = f(x) + f(y) v6i moi
s6 thyc x va .

Nghién ctfu mot sd trudng hgp riéng clia x va y :

— Véix=0vay=1,taco (1) =1(0) + f(1).
Do dé, f(0) = 0.

— Véix=1vay=-1,tacé f(0) =1(1) + f(-1).
T d6 suy ra, f(-1) = -f(1).

— Véix=y=1,tacé f(2) =1(1) + f(1).
Tu d6 suy ra, f(2) = 2.f(1).

~ Véix=2vay=1,tacé f(3)=1f(2)+ f(1).
Do d6, f(3) = 3.f(1).

Céc két qua dat dudce cho phép du dodn f(x) = f(1).x hay f(x) = ax.
BAy gid, bai todn di thay d6i ban chit. D6 khong con 1a bai todn tim toi, ma 13 bai todn
chirng minh :
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« Chitng minh ring n€u ham s6 f(x) lién tuc va thda man f(x + y) = f(x) + f(y) v6i moi
s0 thuc x va vy, thi f(x) = ax. »

d) Phén tich di lén, di xuéng (thuong diung véi cdc bai todn chitng minh)
(Tham khdo phan « Day hoc dinh Ii »).
4.2.3. Lua chon phuong hudng va thuc hi¢n chuong trinh giai
Trong trudng hop c6 nhiéu cich gidi, ta c6 thé dé nghi hoc sinh ti€n hanh gidi theo cic
phuong phap da phat hién, hoic du dodn va chon gidi theo cdch niao c¢é nhiéu khi ning cho
16i gidi tdi uu.
Vi du : Gidi phuong trinh 5v/x° +1 = 2(x2 +2) = (1)

Huéng 1: Nhin phuong trinh da cho nhu phuong trinh thudc dang quen thudc
J(x) = g(x) . Phuong phap quen thudc l1a khir can.

Huéng 2 : Ta thay, X’ + 1= (x + 1) (x2- x + 1), cdn 2(x2 + 2) = 2(x2 - x + 1) + 2(x +1)

Nhu vy c6 kha ning gidi dugc bai todn bing cich dit 2 4n phu :

u=+/x>—x+1 vav=q+x+1

Nhung, né€u theo huéng 1, khit cin bing binh phuong hai v€ s& din dén phuong trinh
bac 4, khong triing phuong (khong gidi dudc néu khong dwa dugc vé phuong trinh tich), trong
khi huéng thit hai vira cho phép tranh dugc phuong trinh bic cao, vira khit dugc cén.

Li gidi nay cho phép uu tién lya chon hudng thi hai : Pk : x > -1. Khi d6 : (1) < 2u2 +
2v2=5uv < 22-5t+2 =0 (véit=v/iu) < t=2hay t=1/2, ...

4.2.4. Soan thao loi gidi

Trong qud trinh tim ki€m phuong huéng gidi, ta thudng phdi 4p dung cdc thao tdic mo
mam dy dodn. Do d6, c6 thé nhitng y tudng, nhitng thao tic chua tron ven, con rudm ra phifc
tap, thAm chi sai sét ..., nhitng suy ludn con dai dong. Nhu vay viéc chinh sta lai nhitng y
tudng, thao tdc hay suy ludn nay la can thi€t. Khong thé dua nguyén xi nhitng cdi da trdi qua
vao 15i giai.

Hon nita, thuc t& chi ra riing : ¢6 nhiéu hoc sinh da hi€u ré con dudng gidi bai todn (do
chinh ho, hay do ngudi khdc kham phd ra), nhung lai khong thé cho mot soan thdo ding vé
15i gidi. N6i cdch khdc, luon c6 mot khodng cach giita viéc hi€u con dudng din tdi ciu tra
161 va viéc soan thdo cau trd 15i.

Vi vay, ngoai viéc rén luyén cho hoc sinh ki nidng tim toi 161 gidi bai todn, can rén
luyén cho hoc cdch trinh bay mdt 15i gidi sao cho ngin gon, ddy dd, chinh xdc va sing sia.
Trong budc ndy cin chd ¥ st dung cdc ki hiéu, ngdn ngit todn hoc mdt cich thich hgp va
chinh xdc.
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4.2.5. Kiém tra, dinh gid két qud va 1oi gidi

Thong thudng, hoc sinh khong c6 théi quen ki€m tra, danh gid k&t qui dat dudc ciing
nhu nghién cttu lai 16i gidi. N€u c6 thi dai da sd van chi nghi riing budc cudi cling ny chi c6
tic dung ki€m tra xem két qua dat dudc c6 chinh xdc khong, 15i gidi c6 sai sét khong. Thuc
ra, viéc ki€m tra va danh gid két qua va 15i gidi c6 nhiéu muc dich khic nhau, ching han :

— Kiém tra tinh chinh x4dc clia k&t qua, cling nhu 15i gidi (chd y : nhiéu khi 13i gidi sai
nhung lai cho k&t qua ding) : Ki€m tra xem tinh todn c6é chinh xdc khong, suy luin cé hop
logic va chit ché khong, k&t qua c6 thich dang khdng (nghia 13 c6 thda min cic diéu kién cé
trong dé bai hay diéu kién thuc t& hay khong), ...

— Phéat hién c4ch gidi khdc doi khi ngin gon hon, hay hon.

— DPdnh gid vé mit phuong phédp gidi d€ linh hoi sau sic hon vé tri thitc phuong phap.

— Nghién cttu bai todn cho phép phat hi€n cdc trudng hgp diac biét, khdi quat hod hay
md rong bai todn.

Vidu 1 (kiém tra tinh chinh x4dc ctia két qua va 15i gidi) :

Gidi phuong trinh 3/2x-1+3/x-1=1.

L3Ji gidi cia mot hoc sinh :

“Qx—-1+¥x-1=1<2x-1+x -1 +33¥2x-14x-1 =1

< AY2x-14x-1 =1-x

S 2x2-3x+1=1-3x+3x2-x°
&x-x2=0

& x=0hayx=1.

Péps6:x=0,x=1".

Viéc thit lai nghiém cho thdy x = 0 khong 1a nghiém clia phuong trinh. Do d6, c6 thé
két luan 15i gidi 14 sai, vi néu trong 15i gidi cdc phép bién d6i déu tuong duong, thi két qua
tim dugc phai ddng.

Nhu vay van dé 12 ki€m tra lai cdc budc gidi : cdc budc bi€n d6i c6 sai s6t khdng ? cic
cong thic dugc van dung cé chinh xdc khong ? suy ludn cé chit ché khong ? tinh todn c6
nham 14n khong ? ...

Vi du 2 (Phdt hién cdch gidi khdc) :
Gidi phuong trinh : logl,zlogzlogzlogz(_—l) =0(1)
X

* Céch gidi ma nhi€u hoc sinh thudng 4p dung 1a :
Mién x4c dinh :
-1/x>0 -1/x>0
log,(=1/Xx)>0 - -1/x>1
log, log,(-1/x)>0 log,(-1/x)>1
log, log, log,(=1/X) >0 log, log,(-1/x)>1
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-1/x>1
SSa-1/x>2 <:>{ 4<:>—4<x<0
log,(=1/x)>2

Khi d¢, (1) < logzlogzlogz(_—l) =l logzlogz(_—l) =2
X X

@logg(_—l) =4 -1/x=16&x=-b 1/16
X
* Nhan xét thit nhat v€ 15i gidi trén :
— Qu4 dai dong do buéc tim di€u kién (mién xdc dinh clia phudng trinh).
— R4t dé sai khi tim diéu kién nay.
— Chi c6 mdt nghiém duy nhat. Hon nita nghiém nay c6 thé dua dugc vé dang luy thira
ctia 2. Nhu vy, c6 thé thit lai nghiém khong qué khé khin.
Nhitng nhan xét nay gdi nén cach gidi biing diing cic phép bi€n ddi hé qua :
(1) = loglog;logy(—1) = 1 = log,logx(=1) =2
X X
= logy(Zl)y=d4= -1/x =16
X
= x=-1/16
Tht lai nghiém, bing cdch thé x = -1/16 vao phudng trinh.

* Nhan xét 2: VGi 0 <a # 1, ta ludn c6 log,f(x) = o < f(x) = a®. Tir d6 din dén cdch
gidi sau day, ma khong can dit di€u kiém ban dau :

-1 -1
() < 10g210g210g2(?) =l logzlogz(?) =2

& logz(_?l) =4<-1/x=16
< x =-1/16.
Vi du 3 (Hinh thanh tri thic phuong phap) :
Trong vi du gidi phuong trinh 5 Jxi 41 = 2(x2 + 2). Banh gid cach gidi thit 2 (xem vi du

trén), ta c6 thé néu lén dic trung ctia phudng phdp nay nhim hinh thanh & hoc sinh mot s6 tri
thitc phuong phdp, ma ta khong c6 dip dua vao trong gid day chinh thic nhu :

— P6i khi, mot phuong trinh c6 thé gidi dudc bing cdch dit hai 4n phu. Viéc dit hai 4n
phu c6 thé cho phép dua mdt phuong trinh bic cao vé mot phuong trinh bac thap hon hay hé
phuong trinh hai 4n.

— Mot phuong trinh ddng cAp bic hai d6i v6i hai 4n x, y ¢6 thé gidi dugc nhd vao 4n

phu t= X hay t= Y (c6 thé md rong cho phuong trinh ddng cip bac n).
y X

4.3. Lvu y vé mit su pham

e Du chiing ta ¢6 yéu cau hoc sinh gidi rat nhiéu bai tap (chua c6, hay khong cé thuat
todn gidi, hay thuat todn cii t6 ra kém hiéu qua), thi diéu nay ciing khong di. Viéc hoc tap
phuong phédp tim t0i 15i gidi cdc bai todn la rit can thi€t. N6i cach khéc, can huéng dan hoc
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sinh hoc cdch suy nghi, cach tim toi 13i gidi. PAy 12 co hoi tot d€ trang bi cho hoc sinh mot s&
tri thitc phuong phap, phat trién ning lyc va phdm chat tr duy.

b€ 1am dugc diéu d6, nén :

— Rén luyén théi quen gidi mot bai todn theo ti€n trinh da phan tich & trén.

— Trong mdi budc, cin c6 théi quen dit ra cdc cAu hdi, nhu hé thdng cdu hdi ma G.
Polia dé nghi.

— Tap luyén mdt s6 thi thudt tim toi 15i gidi nhuw dd néu & trén.

— Gido vién cang han ché€ dugc tdc dong clia minh bao nhiéu thi cang t8t by nhiéu.
Chi st dung nhitng tic dong c6 tinh ggi y trong mot s§ trudng hop can thi€t (hoc sinh gip khé
khiin). Nén trinh bay goi y dudi dang van ddp tim toi (ddm thoai orixtic) : Gido vién dé ra
mot hé thong ciu hdi dugc sip x&p hdp li cd vé thit ty 1An d6 khé dé qua d6 hoc sinh tirng
budc phat hién ra phuong hudng giai.

e Khong han ch€ viéc gidi bai tip chi nhim vao chifc ning cling ¢d va luyén tap. Cin
ting cudng khai thac bai tdp nhu 12 dong co hay phuong tién hinh thanh kién thitc mdi.

e Nén ting cudng khai thic cdc bai todn thuc tién vdi vai trd va chifc ning nhu da lam
1o trong phan trén.

Cau hoi va bai tap

1. Trinh bay quan diém riéng clia Anh (Chi) vé cdch ding cdc thuit ngit « Bai todn » va
« Bai tip ».
2. Cho mdt c4ch phin loai vé khdi niém « bai todn », khic v6i cdc phan loai dd néu trong
gido trinh. Viéc nghién cttu nhiéu ki€u phan loai nhur vay c6 1di ich gi cho viéc day hoc cia
Anh (Chi) ?
3. Tham khdo sich gido khoa todn thudc mdt cAp hoc & bac THPT (I6p 10, 16p 11, hay 16p
12), tir d6 hiy ddnh gid vé muc dich va mifc d6 khai thac cdc bai todn thuc tién trong cic
sdch gido khoa nay.
4. Trinh bay mot phuong dn st dung bai todn thyc ti€n véi chic ning lam dong cd dua vao
mdt ki€n thifc méi thudc chuong trinh todn THPT.
5. Gidi ciac phuong trinh va bAt phuong trinh sau bing nhiéu cich khdc nhau (néu c6 thé) :

a) COoSX + cosbx =2

b) |sinx-cosx| + 4sin2x = 1 (dé 51)

€) Vx—1+/x+3+2Jx2+2x-3 =4-2x

d) 1gx = x2

e) log;(x+2) = 6-x

6. Gidi bat phuong trinh (\/5+2\/€) +(\/5-2\/€j >10

7. Giai va bién luan phuong trinh :

Vx =3 +a?x%+ 240 x(\/g—\/g) =629,
8. Gidi va bién luan theo tham s6 a phuong trinh :
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X+ (2-a?a=32x+(a*-2)a

9. Cho bai todn : Giai bat phuong trinh vx—6 > 4/10-x + 1

Tim sai 1dm trong bai 1am sau cdia mot hoc sinh 16p 10 :
“Vi +/10—x + 1>0, nén
Vx—=6 2 4/10-x + 1 & x-6>11-x+2410-x

2x-1720
S 2410-x £2x-17 <
* {4(10—x)£4x2—68x+289

x>17/2
Rt =S x>171R27
VX

10. Chitng minh biing nhiéu cdch khdc nhau dinh li cosin trong tam gidc: a2 = b2 + ¢2 -
2bc.cosA

11. Ching minh ring ham s8 f(x) = Vx2+x+1+~/x>—x+1 dat gid tri nhd nhdt 1a 2.
a) Gidi bai todn biing nhiéu cdch khic nhau.
b) Du dodn céc sai lAm ma hoc sinh c6 thé gip phai khi gidi bai todn trén.
¢) Phan tich kha ning st dung bai todn nay trong viéc rén luyén mot sd pham chat tw duy
nhu : Tinh linh hoat, tinh phé phdn va tinh sdng tao.

12. Cho day (b,) xdc dinh bdi : |

bl’l+1 :E v6iVn >1

Tim cdng thifc tinh s& hang tdng quét ctia diy chi phu thudc tham s6 n.
13. Hay xay dung mdt hé thong cAu hdi din dit hoc sinh gidi cdc bai todn sau :
log, c

log,, ¢

a) Chuing minh hé thuc : =1+log, b

b) Giai phuong trinh : sin3x + sin’x = % sin2x

¢) Gidi phuong trinh :
8 +8.(0,5)™ +3.2"7 = 125 -24.(0,5)
14. Cho bai todn : V§i gid tri nao ctia m thi phuong trinh
xX*-lxl +m=0
c6 mot nghiém duy nhat.

Dénh gid bailam sau :

N&u x 12 nghiém thi —x ciing 12 nghiém vi (-x) *- | -x| + m=x>-[xl + m =0. Do d6, néu
phuong trinh ¢6 nghiém duy nha't thi x = -x hay x = 0. Thay x = 0 vao phudng trinh ta dugc m
=0. Vay, v6i m = 0 thi phuong trinh di cho c6 mdt nghiém duy nha't.

15. Cho bai todn : Trong khdng gian, cho bon diém phan biét A, B, C, D. Hai diém M, N 1an
lugt chia doan AC va BD theo cling ti s& k. Chitng minh riing cdc vectd AB, CD, MN ddng
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phing.

Dénh gid bailam sau :

N D

Goi I 1a di€m chia doan thing BC theo ti s& k. Xét tam gidc ABC ta c6 :
Bl = AM =k = MI//AB (Theo dinh li Talet)
IC MC
= AB//(MNI]) (1)
Tuong tu xét tam gidc BDC, ta c6
BN = Bl =k = NI//CD = CD//(MNI) (2)
ND IC
Mat khiac, MN < (MNI) (3)
Tu (1), (2), (3) = Cac dudng thing chita cic vecto AB , C—Ij MN hodc song song vdi
cling mot mit phing (MNI) hoic thudc mit phing nay = AB, CD, MN ddng phing.
16. Xét mot bai trong dé ki€m tra mén Phuong phdp day hoc todn nim 2003 :
« Cho bai todn : Gidi phuong trinh

X434+ 4IX—1 +x+8—6x—1 =5 (1).
Anh (chi) hay phan tich bai lam sau ciia m6t hoc sinh :
Pt(l) < JX=1422X—1+4+X-1-6/X—-149=5
& JWX—1+2) +4/(x—1-3)? =5
S NVX=1 +2+Xx-1-3=5

S AVX-1=3x-1=9<x=10.»
Sau day 12 bai 1am ctia mot s6 sinh vién :

Sinh vién 1 :

“Bai lam trén c6 hai sai 1am cd ban.

Sai 1am 1 : Hoc sinh khong nim vitng (kh4i niém) dinh nghia phuong trinh tuong dudng,
phuong trinh hé qua.

Tru6e khi gidi mot bai todn can phai c6 théi quen dit didu kién cho biéu thitc dudi diu
cin sau d6 méi dugc st dung ddu “<> “dé gidi phuong trinh. Con néu khong dit diéu kién thi
gidi theo phuong phdp “phuong trinh hé qua”, st dung didu “= . Tim dugc nghiém bit budc
phai thi lai vao phuong trinh.

Em hoc sinh trén khong dit diéu kién cho bi€u thitc dudi ddu cin ma si dung diu
tuong duong d€ gidi phuong trinh”
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Sinh vién 2 :
“_Bailam trén sai & budc bi€n d6i tuong duong.
JAX=14+2) +4J(x=1-3)* =5
S AX=1 +2+X=-1-3=5,vi...

Ngoai ra budc gidi phuong trinh con thi€u dicu kién x>1 .

Sinh vién 3 :

“0 budc diu em A da xdc dinh 12 s& bi€n ddi twong dudng, th€ thi 15 gidi clia em thi€u
diéu kién (N€u bién d6i tuong duong phdi cé diéu kién), ...
Budc cudi ciing vx—1 =3 < x - 1 =9 < x = 10 khong phai 1a phép bi€n d6i twong

duong, d6 1a phép bién ddi hé qui, nghia 1a Vx—-1=3=x-1=9=x=10".

Hay phén tich cdu trd 15i clia cdc sinh vién nay.

17. Cho bai todn : Gidi phuong trinh

X 43 14Vx—1 +yx+8-6x—1=5 ().

Phan tich bai lam sau cdia mot sd sinh vién nim thi 3 DPHSP :

18. Chitng minh hé thtc :

Sinh vién 1 :
“1) = YX—1422 X144 +yx-1-64x—14+9=5
= JWX=1+2) +J(/x—1-3)* =5
= [x=1 +2] + [Jx=1-3| =5
j{\/x—1+2+\/x—1—3=5 n&u~/x-1>3
IXx=142-x=1+3=5 n€u/x-1<3

{\/x— —3 néux>10
=

5=5néul<x<10
x=10 n€ux>10 x=10
{5=5 néul<x<10 {1£x<10
Thit lai : x = 10 (1) thod
1 <x <10, (1) < 5 =5 = thoa.
Vay tap nghiém cta (1) 1a T = [1,10] 7.
Sinh vién 2 :
“(1) = X=1422/X—1+4 +/x=1-6/x-149 =5
& JWX=1+2)? +J(fx=1-3)* =5
o [x=1+2[ + [x-1-3] =5

=N S‘X; :3<:>\/x— =3

=>x-1=9=x=10.

Th lai nghiém x = 10 vao phuong trinh (1) 1a thod. Vay (1) ¢6 nghiém la x = 10.”

1 _tg’a+l
sina—-cos’a tg’a-1




19. Chitng minh biéu thitc sau khong phu thudc x :
3(sin®x — cos®x) + 4(cos’x — 2sin’x) + 6sinx

20. Xét bai todn : Gidi phuong trinh
sin3x + sin’x = ¥ sin2x (1).
Pdnh gid bai lam sau cua mdt sinh vién DPHSP :
“(1) < 3sinx — 4sin’x + sin’x = % sin2x
. 3 . 3.
& sin“X — sinx + - sinxcosx =0 (2)
biatt=sinx,-1<t<1.
(2) ot-t+ gt.\/l—tz =0
< t=0(3) hay t*+ g VI-t2-1=0(4)
Gidi(3):t=0<sinx=0<x=kn
Giai (4) :
£+ g\/l—tz 1=0 & gx/l—tz =1-t
S3(1-)=4(1 -t
S (1-t)[401-t)-3]1=0

12 =1 {tzil

<~ 2:%© t:i%

sinx = £1 X=r/2+krx
== =
sz=i% X=x7/6+12x
Xx=krxz

2

K&t luan, phuong trinh c6 nghiém 1a : | x=7/2+kz
X=17/6+127

21. Cho bai todn : Gidi phuong trinh sm(%rﬂ}:%in(%—gj.

Phan tich kha ndng st dung bai todn trén trong viéc rén luyén cho hoc sinh cédc thao tic
nhin bi€t va huy dong ki€n thirc khi gidi cdc bai todn.
22.Yéu ciu tuong tu bai 17 véi cdc bai todn sau :
sin Mx

a) Tim lim—
x>7 sin NX

vdi m, n nguyén duong
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T
cos(—cos X)
b) Tim lim—
x>0 sin(tgx)

23. Cho bai todn : Tim gi6i han ctia diy sd (u,) véi

u, = \/2+\/2+...+\/§ n ddu cin.

Phan tich bai lam sau cia mdt hoc sinh :

“Nhan xét : uy,; = /2+u, (1). Bdt limu, =a. Do u,>0 vdi moin, néna > 0.

n—o

T (l)suyra: limu,,, =lim\2+u, =>a=+v2+a

n—oo
a=-1

:>a2—a—2=0:>[ )
a=2

Loaia=-1. Vay: limu, =2.”

n—

24. Giai phuong trinh : sin(%r +X)=2 sin(% - g)
1 1
25. Gidi phuong trinh : (24+x)3 +(12-x)2 =6

<. N X - . s, o .0 .
26. Cho bai todan : Biét th =m, hdy tinh gia tri cua bi€u thic

1+ sin X

a) Gii bai todn trén bing ba cach khdc nhau.

b) Phéan tich khd nidng st dung bai todn nay trong viéc rén luyén cho hoc sinh cac thao
tdc tu duy : Phan tich, Tdng hdp, So sdnh va cdc ki ning : Nhin biét, Huy dong kién
thitc, trong viéc tim toi 131 gidi cdc bai todn.

c¢) Pé xuidt mot hé thong cau hdi dang van ddp tim toi d€ hoc sinh c6 thé tim ra 15i gii
bai todn trén.
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Van dé can luu §
vé méi quan hé giita ti€n trinh day hoc
va phuong phap day hoc

Nhu da 1am rd trong chuong 1, néu tiéu chi phin loai chi dya vao vai tro clia gido vién,
vai trd clia hoc sinh va dic trung clia tri thic can truyén thuy, ta ¢c6 mot cich phan chia tdng
thé cdc phuong phap day hoc theo ba nhém : Phuong phdp gido diu, phuong phéap truyén
thdng va phuong phép tich cuc.

Tuy nhién, cdch thitc day hoc mdt khdi niém, dinh Ii, tri thitc phuong phdp hay gidi todn
khong chi phu thudc vao vai trd va nhiém vu cda gido vién va hoc sinh ma con phu thudc
vao ti€n trinh day hoc va céch thic phdi hgp hoat dong clia gido vién va hoc sinh trong mdi
budc clia tié€n trinh.

Do d6, c6 thé néi phuong phap day hoc trong cic trudng hop trén 13 cip (Tién trinh,
Gido vién — Hoc sinh), trong d6 thanh phan Gido vién — Hoc sinh md t3 vai trd, nhiém vu clia
gido vién va hoc sinh, ciing nhu c4ch thitic phdi hdp hoat dong giita gido vién va hoc sinh hay
gitta hoc sinh va hoc sinh. C4ch thitc phdi hdp hoat dong giita hoc sinh va hoc sinh c6 thé 1a :
lam viéc cd nhan, lam viéc theo nhém nho, hay xen ké giita hai hinh thic nay, ...

Nhu vay, khdi niém phuong phdp day hoc dudc diung & diy khong ddng nhat véi cic
ti€n trinh day hoc, cling khong triing v6i cdc phuong phdp day hoc dugc ding theo cdch goi
truyén thong (nhu phuong phap thuyét trinh, phuong phiap dam thoai, ...) ma bao him c3 hai
thanh phan nay. N6i cach khic, khong nén hi€u phuong phip day hoc theo nghia khd hep
nhu cdch goi truyén thong.

Trong trudng hop day hoc dit va gidi quyé&t van dé, thong thudng, khi soan gido 4n
gido vién thudng ghi : “Dung phuong phdp day hoc dit va gidi quyé&t van dé”. C4ch ghi nay
chi mo ta dudc cdc bude can thuc hién™, nghia 13 ti€n trinh day hoc, ma khong 1am ro dic
trung v€ cédch thitc hoat dong clia gido vién va hoc sinh. Phit hgp v6i quan niém vé phudng
phap day hoc néu trén, ta nén trinh bay cu thé hon. Ching han nhu : “Dung phuong phap day
hoc dit va gidi quy€t van dé theo hinh thifc thuyét trinh”, “Phuong phap day hoc dit va gidi
quyé&t van dé theo hinh thitc van ddp gdgi m3”, hay “Phuong phip day hoc dit va gidi quyét
vin dé theo hinh thitc k&t hop tu nghién ctfu va van dip ggi mg”, ...

Chiing t6i dua ra phan biét trén khong nhim muc dich loai bd cich goi truyén thdng vé
khdi niém phuong phap day hoc, ma chi lvu y riing trong nhiéu tinh hudng cu thé cin thiét
phdi lam r6 hon dic trung cia phuong phdp day hoc ma ta van dung.

Vi du. Xét ti€n trinh Bai todn — Pinh 1i trong day hoc dinh Ii todn hoc :

Budc 1: Gidi cdc bai todn.

» Xem lai trong chuong 1.
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Bué6c 2: Phat bi€u dinh 1f nhu 12 k&t qua cla viéc gidi quyét cdc bai todn (thé ché hod).
Budc 3 : Cling ¢d va van dung dinh Ii.

Bing dudi day tém tit mdt vai phuong phap day hoc dinh 1i ¢6 thé tinh d&€n Gng véi ti€n
trinh trén.

:;féci PPDH (theo | Mifc do
" . | Buéc 1 | BuGc 2 | Bu6ce 3 cach goi tich cuc
GV vaN truyén thong) | cia HS
HS y g
. Th
PPDH.1| GV | GV | GV | Thuyéttinh | . -
dong
Vin dip ggi | D0 Ueh
GV+HS|GV+HS |GV+HS PECT T e
PPDH.2 mé »
thap
Van dép gdi
md i
PPDH.3| HS |GV+HS| HS | Teh
+ Ty nghién cuc
ctu.
Ty nghién
; Do tich
PPDH4 | HS | HS | HS |ctu thioluan| 2"
. cuc cao
nhém, ... :

PPDH.2 chi phuong phdp day hoc mot dinh li theo d6 ti€n trinh day hoc dudc van dung
12 ti€n trinh Bai todin — Pinh 1i va trong tit ci cdc budc clia ti€n trinh nay hoc sinh tié€n hanh
gidi quy&t nhiém vu tuong 'ng nhd vao hé thong ciu hdi ggi md cla gido vién.

PPDH.3 chi phuong phdp day hoc mdt dinh 1i theo do,

e tién trinh day hoc dugc lya chon 1a: Bai todn— Pinh Ii,

e cich thiic hoat ddng cla gido vién va hoc sinh dugc mod ta nhu sau :
—  Trong buéc 1 clia ti€n trinh, hoc sinh doc 1ap tim 151 gidi bai todn.

— & bubce 2 cla ti€n trinh : Gido vién dua ra mot hé thong cau hdi ggi md d€ gitp hoc
sinh riit ra nhitng k&€t qui quan trong tir 13i gidi cdc bai todn da cho (ki€n thifc cAn
gidng day), tir d6, gido vién thé ch& ho4 kié€n thitc ndy thong qua viéc trinh bay dinh
Ii.

— Bu6c 3 : Hoc sinh ddc 1ap gidi cdc bai todn van dung va cling c6 dinh li.
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